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Nombres de Bell et somme de factorielles

par DANIEL BARSKY et BENALI BENZAGHOU

RESUME. Dj. Kurepa a conjecturé que pour tout nombre pre-
mier impair, p, la somme Zf;:) n! n’est pas divisible par p. Cette
somme est reliée aux nombres de Bell qui apparaissent en com-
binatoire énumérative. Nous donnons une expression du n-iéme
nombre de Bell modulo p comme la trace de la puissance n-iéme
d’un élément fixe dans ’extension d’Artin-Schreier de degré p du
corps premier & p éléments. Cette expression permet de démontrer
la conjecture de Kurepa en la ramenant & un probléeme d’algebre
linéaire.

ABSTRACT. Dj. Kurepa has conjectured that for any odd prime
number p, the sum Zﬁ;}, n! is not divisible by p. This sum is rela-
ted to the Bell numbers that occur in enumerative combinatorics.
We give a formula for the n-th Bell number modulo p as the trace
of the n-th power of a fixed element in the Artin-Schreier exten-
sion of degree p of the field with p elements. This formula allows us
to prove the Kurepa’s conjecture by reducing it to a linear algebra
problem.

1. Introduction.

Dj. Kurepa a conjecturé dans [7] que si p est un nombre premier impair,
la somme kp = Eﬁ;%, n! n’est pas divisible par p, par exemple
Ko =2, k3=1 mod3, ks =4 mod 5,
Kr=6 mod?7,..., k53 =13 mod 53,...

A. Gertsch a remarqué dans sa thése, [4], que les nombres de Bell qui
apparaissent en combinatoire énumeérative sont liés aux x, (mod p). En
effet si 'on note P, le n-ieme nombre de Bell alors par définition

P, = z": S(n, k)
k=1

ou S(n, k) est le nombre de Stirling de deuxiéme espece, cf. [3]. Or
Sp-Lk)=(p—-1—-k) modpZ, 1<k<p-1
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et donc Pp_1 — 1 = k.

Nous utilisons cette remarque et les résultats que nous avons sur les
nombres de Bell modulo p pour démontrer cette conjecture.

1.1. Notations. Le n-iéme nombre de Bell, P,, compte le nombre de
partitions d’un ensemble & n-éléments en sous-ensembles non-vides. Leurs
premiéres valeurs sont :

Po=1,P =1 P,=2 Py=5 Py =15 P;=52,..., Pis = 1 382 958 545

Nous notons respectivement N = {1, 2, ...} les entiers naturels, Z les entiers
relatifs, QQ les nombres rationnels.

Soit p un nombre premier, que nous supposerons impair sauf indication
contraire. Nous notons Fy, ~ Z/pZ le corps premier & p éléments, Fp une
cloture algébrique de IF,. Nous confondrons les éléments de I, avec leurs
antécédents dans Z par la surjection canonique de Z sur F,.

1.2. Résultats. Le résultat principal est la preuve de la conjecture de

Kurepa au théoréme 3. Nous montrons au théoréeme 1 que la fonction

génératrice des nombres de Bell, F(z) = Z P,z", est congrue modulo
n>0

pZ[[z]] & (la série de Taylor en zéro de) la fraction rationnelle :

p—1 n

Pl oh(1 = (n+1)a)...(1— (p— D)a)
M BE)= e .
Remarque. Ce résultat se généralise aisément, on peut montrer que la
série génératrice des nombres de Bell est congrue modulo p"Z[[z]] 4 une
fraction rationnelle Fj,(x). On en déduit des congruences modulo p"Z
pour les nombres de Bell en utilisant un peu d’analyse p-adique. Ce point
de vue est développé dans [2].

On pose Fp(z) = Z Py 2", on a donc P, , = P, (mod pZ). La fraction

n>0
rationnelle F, (a;) posséde un développement en série de Laurent & I'infini
p—1
noté Z - ’p . On constate que P_;, = Z n! (mod pZ).
n>0 n=0

Soit 6~ une racine dans F, du polynéme zP +zP~! —1 et soit §, = Fp[6].
On montre au théoréme 2 que, sic, = 1+2p+---+ (p—1)pP~2, on a pour
nez

Pop=-Trg, ¥, (6°) Trg, /F, (0_01"1"'") mod pZ
Ch. Radoux, [9], avait déja vu que P’extension d’Artin-Schreier Fp[6] joue
un role important dans 1’arithmétique des nombres de Bell.
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Nous en déduisons en particulier que

P—l,p =- Trsp/Fp (ecp) Tr@p/Fp (0_%_2)’
donc
P"LP =0 mod pZ <= Tl'gp/]Fp (0_01’_2) =0.

On décompose 6~ sur la Fp-base normale de §), constituée par les
-1

1 = X\

0r (0<z<p——1) Onposeﬁcp—ze

montre au lemme 9 que les \; satisfont un systeme de p équations linéaires
que nous ne savons pas résoudre explicitement en toute généralité. Par
contre on montre que ’on a toujours A\; = 0, (cf. relations (16)), et que
kp = 0 équivaut & Ap—1 = 0, (cf. lemme 10).

Pour montrer la conjecture de Kurepa nous raisonnons par I’absurde.
Nous montrons au théoréme 3 que, pour p premier impair, I’hypothése
kp =0 (mod p) implique que A\; = 0 pour 0 < ¢ < p— 1, autrement dit que
0~ =0, ce qui est absurde car I’équation z? — x — 1 n’a pas x = 0 comme
racine.

éléments (A € Fp). On

Nous remercions A. Robert pour avoir attiré notre attention sur ce
probléme. Nous remercions A. Junod et S. Zerroukhat de nous avoir si-
gnalé des erreurs graves dans les versions antérieures.

1.3. Rappels sur les nombres de Bell. Nous rappelons tout d’abord
la définition des nombres de Bell. Pour toutes les questions de combinatoire
notre référence est Comtet, cf. [3].

Définition 1. Le n-iéme nombre de Bell, P,, est le nombre de partitions
d’un ensemble a n éléments en sous-ensembles non-vides.

Lemme 1. Les nombres de Bell sont caractérisés par la relation de récur-
rence suivante :

n
n
P=1 t P = P, sin>0.
() e 1 Z(k) k sin >
k=0
Leur fonction génératrice ordinaire est :

m)=Zan Z(1—37 l—na:)

n>0 n>0

Démonstration : Pour la démonstration voir [3]. O

Les nombres de Bell ont de nombreuses autres caractérisations, cf. par
exemple [2].
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2. Nombres de Bell modulo p.

Nous notons P, p la réduction modulo pZ du n-i¢éme nombre de Bell que
nous confondrons avec I'image de P, dans .
Nous utiliserons dans toute la suite la définition classique suivante :

Définition 2. Soient G(z), H(z) deuz fractions rationnelles de Q(z) , on
suppose que G(z) et H(z) sont développables formellement au voisinage de
zéro en séries de Taylor & coefficients entiers relatifs :

G@) =) gnz" € Z[all, H(z)=) hna" € Z[la]).
n>0 n>0

On dira que G(z) est congrue ¢ H(z) modulo pZ|[z]] si leurs séries de
Taylor en zéro le sont, autrement dit :

G(z) = H(z) mod pZ[[z]] <= Zgna:" = Z hnz™ mod pZ[[z]].
n>0 n>0

Avec cette définition on a :

Théoréme 1. Soit p un nombre premier et soit
n
1-— o (l=(p—-
Fp(.’E) En_—O T ( (n + 1):1;) (1 (p 1)(1))
1—gPp~l—gp

alors la fonction génératrice des nombres de Bell est congrue modulo pZ|[z]|
a Fp(x).

Démonstration : La preuve est élémentaire. On a :

n

ZP"xnzz(l—x)...(l—nx)

n>0 n>0
riptn
7;); (1-2)...(1 - (jp+n)7)
donc
ZPna:" =
n>0
z" zIP
ZZ (I-Gp+Dz)...(1-Gp+n)z) (1-x)...(1—-jpz)’

n=0 j>0
On remarque que
P

P J
(1—2)...(0—jpa) ((1-m)...(1_px)) mod pZ[z]




Nombres de Bell et somme de factorielles 5

et que

z" z" doZ
(1—(jp+1)x)...(1—(jp+n)a:)=(1—x)...(1—nm) mod pZ{e]] -
De 14 il vient immédiatement :

Z Pppx" =

n>0

P J
=S e ()

et en sommant la série géométrique en j, il vient finalement :

S pygan = DA A= (0t 02) - (== 1) g gy

= l-z)...0—(p—1)z) — 2P
oll par convention dans la somme Y ?_{ z"(1 — (n+ 1)x)...(1 — (p — 1)z)
le terme correspondant an =p—1 Vaut zP~1, (on applique la convention
classique : un produit vide vaut 1). O

Corollaire 1. La (série de Taylor en zéro) de la fraction rationnelle Fp(x)
est congrue modulo pZ|[z]] &

(2) Fp(a:) = ( n—OP pT ) (Pp—lvp _ PO,P)‘TP_I

s =t mod pZe]

Démonstration : On a montré au théoreme 1 que

(1 — L (1=(p—-1
S py et = Thmba 0= (0 1)) (A== 10) g gy
™ 1—gp-1_gp
n>0
multiplions les deux membres par 1 — zP~! — 2P et identifions, il vient :

p—2
Z Popz™ + (Pp—1p — PO,p)xp_l =

n=0
= z_: z"(1—(n+1)z)...(1—(p—1)z) mod pZ[[z]].

On en déduit immédiatement que
Fp(z) =

Nous allons étudier les zéros dans F, du dénominateur Dj(z) de la frac-
tion rationnelle Fj(x).

P Papt™ + (Pp-1p — Pop)a®
1— Pl —gP

mod pZ[[z]] O
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Lemme 2. Soit Dy(z) = 1— P71 —2P. Notons 0{1 , 1 <1i<p, les racines
de Dy(z) dans F, elles vérifient
-0 =06;+1.
- 0; # 0; dans Fpsii # j.
~ 8p = Fp(0;) est une extension d’Artin-Schreier de degré p de Fp,
dont le groupe de Galois Gal(Fp/Fp), isomorphe & (Z/pZ,+), a pour
générateur le Frobenius op: x+—— zP.

Démonstration : Le polynéme 2 —x — 1 = 2PDp, (x‘l) est & racines

simples car Ed;Dp,l(:r) = (pz + (p — 1)z)xP~2. 1l est irréductible sur Fp, cf.

[8]. On a ¥ — 6; — 1 = 0. On vérifie que, dans Fp, si 0 est une racine de
P —x — 1, alors 6 4+ 1 aussi car :

O+1P—(0+1)—1=(@P+1)—(@+1)+1=6—6—1=0

— 1 1
donc dans [F,, les racines de D, 1 sont 9 ar1 0T -1

Le polynéme zP — £ — 1 est de type Artin-Schreier et on sait que ces
polyndomes engendrent des extensions séparables de Fp, dont le groupe de
Galois Gal(§,/Fp), isomorphe & (Z/pZ,+), est engendré par le Frobenius
op: x> P, cf. [8]. O

Nous allons donner une expression des nombres de Bell modulo p au théo-
réeme 1 comme la trace de certaines puissances de 6. Pour les propriétés des
corps finis notre référence est [8].

Dans le lemme suivant nous donnons quelques propriétés élémentaires
des racines 6 du polynéome P — x — 1 dans Fp.

Lemme 3. Soit 0 une racine du polynéme P — x — 1 dans Fp. Les autres
racines dans IF, de ce polynéme sont 0 +i pour 1 <i<p-1.Ona:

Trgp/]pp(t?i) =0 pour 0<i<p-—2,
- Tl'gp/][rp(a—l) = Trgp/,pp(Op”l) = ]. .

Posons :
-1 _ -t -
p=1;p_1 =14p+---+pP7, cp=p-;—_—1£=1+2p+“-+(p—1)p” 2

Notons encore, 0 : x —— P, le Frobenius absolu de IF,,. Avec ces notations
on a dans §p :

3) O =o3(0)=0+s, =1
(4) (ng=)P~' =
(5) as(6%) =6 -9(0+1)...(0+s—1).
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Démonstration : On a vu que le polynéme 2P — x — 1 engendre une ex-
tension d’Artin-Schreier, §p = Fp[f] de Fp. Un générateur de Gal(Fp/Fp)
est le Frobenius absolu, o, qui & a € §p associe op(a) = aP. On a bien
évidemment dans §, :

oi(6)=6" =0+ pour i€Z, et (B+iff—(0+i)—1=0

r].Wl'sp/]y'p(].) = ’I‘I'gp/][.‘p(e) = ... = T‘I';gp/]pp(gp_2) =0
1 1
-1y _ —
Tr&p/Fp(op ) - Tr&p/]Fp (0+ 1 1) - Tr&p/Fp (5)
1
et il est évident que T'rg, /Fp<§) = —1 car le polynéme réciproque de

2P —x —1est 2P + 2P 1 — 1.
La norme de 8 sur F, est par définition :
1 -1
Ng, /i, (6) = 91247 — gts

cette norme vaut 1 car le polynome minimal de 6 est zP — z — 1. Donc
I’application

N— &

n+— "
est périodique de période divisant t,, par conséquent (OCP)p Lo g te = g,

-t

Un calcul élémentaire montre que ¢, = p; 1p =142+ -+ (p-1)pP 2 €
N.

Considérons 1’élément 6° de alors :
y 4l

0p(6%) = 67 = g T = geotP~to = g% x 0 = % x 6.
On montre alors facilement par récurrence que :

a5 (6%) = 6% x 9 +1)...(0 +s—1). O

Remarque. La relation (OCP)p ~! = 9 montre que 6° est une racine (p—1)-
itme de 0 dans §p, les racines (p — 1)-iémes de 6 sont exactement les nf°
pour 1 <n<p-1.

Lemme 4. Soit § une racine dans §p du polynome xP —x — 1 et soit

o
9r=0+1

la décomposition de Fy(xz) en éléments simples dans §p(x). On a :

(6) po=—0"%""Trg,/r, (6°) =
= —(P()’p .gp1 +...+P1’p 0+(P —1,p —Po,p)).
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Démonstration : On a dans §p :

_ Th0 - (n+ 16 ... (1 - (p—1)67) .

Ko —9i-p
Donc :
p—1 p—1
po=—Y (0—(n+1)...0-(p-1)==>_(0+1)...(0+n)
n=0 n=0

avec la convention que pour n = 0 le terme correspondant dans la derniere
somme vaut 1.

D’aprés la relation (5) on a

ue:-o—%-1(00p{1+e+e(o+1)+--~+o(a+1)...(9+p—2)})

p—1
—en—1 i —Cp—
= 07 Y 03 (0%) = 075V Trg, g, (0)
i=0
On a aussi d’apres le corollaire 1 :
Ho = —(PO,p’ap_l +P1,p'0p—2+"'+P—2,p'0+(P—1,p_PO,p)) -0

Définition 3. La fraction rationnelle F,(x) € Fp(z) posséde un développe-
ment de Laurent au voisinage de l'infini que l’on note :

P_
(™) Fyz)=-3 =22,
n>1
En effet on a

Fy(z) = Yhmo2"(1 —f(-n;;_ll))_ .a;p(l —z(p—1))

_lynet—a(n+l)... .z - (p—1))
T zP—zg1 -1

il est clair que 'on peut développer cette derniere expression en série de
Laurent.

Théoréme 2. On a dans Fp, pour n € Z
(8) Pop=—Trg,/, (07) - Trg, e, (677*").
Démonstration : On tire du lemme 4 que dans I, on a pour n € Z :
an,p = Z /1;00" .
oP=0+1
Le lemme 4 permet d’écrire I’expression précédente sous la forme

Pn,p - _ Z H%'p/Fp (ocp) . e—cp—1+n .
6P=6+1
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Or les racines du polynéme zP —z — 1 dans §, se déduisent de I'une d’entre
elle par l’action des puissances successives du Frobenius. On en déduit que
dans Fj, on a :

Pop =~ Trg, v, (6) Trg,/, (67 7177),
d’ot la formule (8). ]

3. Preuve de la conjecture de Kurepa.

Posons pour tout nombre premier k, = Eﬁ;%) n!. Nous sommes mainte-
nant en mesure de démontrer la conjecture de Dj. Kurepa, cf. [7] :

kp n’est pas divisible par p si p > 2.
Lemme 5. Avec les notations précédentes on a dans §p :

p—1
P—l,p = P —1p — P()’p, et P_Lp = Zn' — K,p

n=0
Démonstration : On a vu au corollaire 1 que dans Iy,
Poap + P11px + cC + P “2,Pxp_2 + (Pp_lvp — Ppr)xp_l
1—gp~t—gp

d’oll la premiére expression de P_;, (comparer avec I'introduction).

Fp(z) =

Pour la deuxieme expression, soit
YP pet(l—(n+1)z)...(1— (p—1)z)
1—zp1—gp ’

d’apres la définition 3 cette fraction rationnelle posseéde un développement

Fp(z) =

en série de Laurent noté : F(z) = — Z —_—Z’g. On a donc par identification :
n>1
p—1
9) Poip= 3 (1P " n+1)(n+2)...(p~ 1)
n=0

En remplagant n par p — (p — n) dans I’expression précédente il vient

p—1
Pop=> (1P p—(p—(n+1)p—(p—(n+2)...2-1

n=0

et en réduisant modulo p il vient

p—1
Pip= Z n! (mod p)

n=0

d’ou le résultat. O
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1
Lemme 6. Les éléments de §p, —— m (O <i<p-—1), forment une Fy-base

normale de Fp. Si Z € §p et si Z = Z (a; € F,), alors
i

a;
)
= 0+

Z
az='TI'3'p/]Fp <0+’L> et HSP/FP(Z)Z_ZOQi

1
Démonstration : On remarque tout d’abord que par définition les e
0 < i < p—1, sont les racines dans F, du polynéme —Dp(z) = 2P +zF~! -1
et donc

<w> B, (7) =

Par ailleurs on a
1 2 1 1
T —)) =1 ) -2 =
( o (75 z'))) ot (G 7) ongs,;_l (6 +5)(0+3)
Si p > 3 le coefficient de zP~2 dans D,(z) est nul donc :
> TEET"
0<iSTer1 0+1)(6+7)
ce qui entraine
1
Tr&p/]Fp ((g + 1)2) =1.

1
(0 + 7)2

et donc Trg /f, ( ) =1 dans Fs.

. 1 1
Slp=20naa§=0—_?—1

Par ailleurs on a
1 1
Tr . —) =
So/Fp (0+i 0+

1 1 1
—_—) — —— 1 < ) '< —_
i ]<ﬁ3P/Fp (0+]) 'TrSp/]Fp (0 'I,))’ SIO_Z<]_p 1

1 . . .
TI‘Sp/Fp(m)’ si0<i=j<p-—-1.

Finalement on a montré que :

1 1 )_ 0 si 0<i<j<p—-1
0+i 6+35/ |1 si 0<i=j<p-—1.

(11) Trg, /¥, (
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1
Autrement dit les (H—-H)’ 0 < i < p—1, forment une base auto-duale

pour la forme bilinéaire non dégénérée sur §p, (z,y) = Trg,/r,(zy) cf. [8].
On tire immédiatement de la relation (11)

Z
= Trgy e, (57573)
On peut remarquer de maniére alternative que dans §p :
1

s =@+ 1 —1=0+i+1)O0+i+2)...0+i+p—1).

Autrement dit les 0 < i< p-—1, sont au coefficient —1 pres les

1
6+’ ]
valeurs en 0 des polynémes d’interpolation de Lagrange sur les points 0,
1,... p— 1, ce qui suffit & montrer qu’ils forment une Fp-base de §p.

On tire immédiatement de la relation (10) que si Z € §p avec £ =
p—1

Z 0+ -, (a; € Fp) alors Trg, r,(Z Zal O
1=0

Remarque. Tous les calculs qui suivent sont faits dans §p.
Lemme 7. On a l’équivalence i) <=ii)

i): la constante de Kurepa, kp, = 0!+ 1!+ .-+ (p — 1)!, est premiére d

p

0 o () 1

ii): Trz,/F, (6 - 1) #
Démonstration : On a vu au lemme 5 que

(np =0 mod p) = (P_l,p =0 mod p)

et au théoreme 2 que P_; p, = —Trg /r, (OCP) -Trg /F, (0_01’_2).

Or —Trg, /¥, (0%) # 0 dans F,, par exemple parce que Py, = 1, (on
peut en fait calculer sa valeur en fonction de p). On a donc nécessairement

Kp =0 <= Trg /5, (07%%) =0.
Or d’apreés le lemme 3 on a 87772 = 07P%0~! = 5, (6% (0 — 1)7}), et il
est évident que
Trg,/r, (07 %) = Trg,pp, (0p(07%(0 — 1)7)) = Trg,jm, (%6 - 1)7).
O
Nous allons calculer les composantes \;, 0 < i < p—1, de 67 sur la
1
Fp-base de §p, —— I , 0 <4 < p—1 sous 'hypothese x;, = 0. Nous allons

montrer que sous cette hypothese les coefficients \; sont tous nuls ce qui
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contredit évidemment #~%~2 = 0, puisque 6 # 0 en tant que racine du
polynéme zP — z — 1.

p—1
Lemme 8. On pose §~ c”—zo -o0u X\ €EFp. Ona
=0
(12) X =Trg p, (0% (0 +14)7").
Dé ] D’apres le 1 6, \; =Tr i O
émonstration : apres le lemme 6, 3/Fp ( 0T z)

Lemme 9. Si p > 2, les composantes \; de 6~ sur la Fp-base (6 + i)~
vérifient les relations

(13) Z 71 - A() = Ap—l
i=1
( do— A1 =Xo
Mo A2
2 2 M
14 { X N
(14) e
1 1
')‘0 Ap—1 _
( p—1 1@—1')""2

en particulier si p > 2 on a toujours \; =0 (Sip=2on aca =1 et donc
62 =671).

Démonstration : On a en effet, d’aprés le lemme 3, la relation %! =
6P que l'on va exprimer dans la Fp-base de §p, (0 +3)"1 (0<i<p—1).

On a d’une part d’apres le lemme 3

15 9P = . .
( ) = 0+i+1

On a d’autre part

ro S = R
= 0(6 +1) 92 0(0 + i)’

1
—) = —1, et donc :

Or on a vu au lemme 3 que Trg_/f, ( 9

p—1

1 !
‘1‘Ze+z Ezgao(oﬂ)

=0
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par conséquent

autrement dit
1 1 p— 1 p—l .1

P X

i=1 i=1

p—1 p—1
Orsip>20naZ:i"1=0dans]F,,e‘csip=2onaX:i“1 = 1, donc
i=1 i=1

finalement
1 Bt
1 —5+29+i sip>2
2= i=1
0+—1 si pP= 2.

De cette relation on tire immédiatement que si p > 2

R ISLRNS U N

La rapprochement des relations (15) et (16) donne si p > 2

LY 18N o Ay
;0+i1+125(2-1'_1—/\0)_’_;(7_72)0—1—{

et en identifiant les coefficients de (6 + i)™! dans les deux membres on
obtient les relations annoncées.

La relation Ag — A\; = Ag implique A; = 0. Le cas p = 2 se traite directe-
ment. O

Lemme 10. Avec les notations du lemme 8 on a
p—1
Démonstration : Par définition on a 67 = Z —_— D’apres le lemme 8

ona A =Trg /p, (670 +i)7"), en partlcuher

Ap—1="Trg /p, (670 —1)71)
et donc A\,_; = K, d’apres le lemme 7. O

Théoréme 3. Pour p premier impair la constante de Kurepa, k, = 0! +
U4+ (p—1)!, est premiére 4 p (pourp =2 kg = 2).
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Démonstration : On vérifie directement que k2 = 0!4+1! = 2. On supposera
donc dans toute la suite de la démonstration que p > 2.

On garde les notations du lemme 9. On pose donc

o1y
9—crp =Zo_;i, Ai €Fp.
1=0

On raisonne par I’absurde en supposant que pour p > 2 on a kK, = 0
(mod p). D’apres le lemme 10 on a alors A,—; = 0. En tenant compte de la
relation Ap_1 = 0, le lemme 9 donne alors la relation

(17) Y ZE = =0.

Posons

Ao — N
Xo=Xo, et X;= Oz. L opour 1<i<p-—1.

Avec ces nouvelles inconnues le systéme (13) et (14) devient sous les hy-
potheéses p > 2 et kK, =0, (& Ap—1 =0) :

p—1
(18) > Xi=Xo
i=1
( X1 = Xo
Xa = —X1 + Xo

X3 =—-2X3+ Xo

(19) {
Xi=-(0-1)X;-1+ Xo

\ Xp—l = _(p - 2)Xp——2 + XO .

— Larelation (18) provient de la relation (17) et de la remarque suivante :
iy N Lty WD
ip>2al S =0etd =) E2
sip> aors;i e onc;i 0 ; . 0
— Les relations (19) proviennent des relations (14) par un simple chan-
gement de variable.

Remarque. L’hypothése k, = 0 n’est pas utilisée pour les relations (19)
par contre elle ’est pour la relation (18)
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On tire facilement par récurrence des relations (19) que pour p > 2 :

(X1 =Xo

Xo=Xo(1-1)
Xs=Xo(1-2+2-1)
X4=Xo(1-3+3-2-3-2-1)

(20) X,l—XO{l— (1)K 2)(i-3)...(i—2-k)}

X; = X0{1 2 1)k —1)(i - 2).. (i——l—k)}

-3
| Xp1 = Xo{1 - I3 (-1 -2) ... (0 -2 - k) }.
En effet faisons I’hypothése de récurrence :
—Pour2<i<p—-1lona

-2

X; = X0{1 SR -1)(E-2). . (- 1 - k)}.

k=0

On vérifie directement que pour i = 2 on a bien X2 = Xp(1 — 1) = 0. Les
relations (19) donnent en tenant compte de ’hypothése de récurrence :

i—2

Xipr = =i Xof1= 3 (~1*G-1)(i-2)...G— 1= k) } + Xo

k=0

1—2
=X0{1—i+Z(—1)ki-(i—1)(i—2)...(i—l—k)}

k=0
1—1
=Xo{1—Z(—l)ki-(i—l)...(i—k)}.
k=0

Les relations (20) sont démontrées.

Avec la convention habituelle qu’un produit vide vaut 1, il vient si d >
1—2:

i—2 i—2

1—2(—1)'“(2’—1)(2’—2)...(i—k) =— Y (-D)*E-1)(i~2)...(i-k) =
k= k=-1
+00

=— Z (i—1)(i=2) ... (i=k) = = Y (~1)F(i=1)(i~2)... (i—k).

k=-1 k=-1
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Ajoutons membre & membre les relations (20) il vient :

p—1 p—2

ZX -—XO{Z Y ()R- 1) -2).. i—l—k)}
i=1 k=-1
p—2 p—
= —XO{ D (-1)’62@ —1)(i-2)...(i— k)} .
k=-1 i=1

Or, toujours avec la convention qu’un produit vide vaut 1, on a :
-1
2(1—1) (i—k) = —1=0!<1[’1 ) sik=0
p 1 1
k'Z( ):kZ()—k'( +1), sil<k<p-2.

Comme (k N 1) = (=1)**! dans F,, on a :

+1
p—1 p—2 p—1
kP~ 1\ _ _
;Xi = —Xo{kgl(—n k!(k+1>} = Xo(kzzok!) = Xo-kp.
On vient donc de montrer que :
p—1
(21) (p>2etfcp=0)=>ZXi=0
i=1

et donc en comparant la relation (21) avec la relation (18) il vient :
(22) (p> 2 et Ky =0) => X =0.

Or Xop = Ao, reportons la valeur Ao = 0 dans les relations (14) il vient
immédiatemment en utilisant la relation \; = 0 donnée au lemme 9 :

(23) (Pp>2ethp=0)=(0=A=A=Xo="+=dpa=Xp1).

On a donc montré que :

(24) p>2etkp=0=6"7=0

ce qui est absurde car 6§ # 0 puisqu’il est racine de zP — x — 1 = 0. La

démonstration de la conjecture de Kurepa est compléte. O
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