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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 22 (2010), 513-524

Commentaires sur quelques résultats sur les
nombres de Pisot

par TOUFIK ZAIMI

RESUME. Soit # un nombre réel, avec 6 > 1, et soit Ajg) 'ensemble
des nombres P(6) pour P décrivant les polynomes & coefficients
dans {0,1,...,[0]}. En utilisant des résultats d’Yves Meyer sur les
ensembles harmonieux, on montre que 6 est un nombre de Pisot si
et seulement si 'ensemble AfgU(—Ajg)) est un ensemble de Meyer,
et on déduit quelques résultats déja prouvés par Y. Bugeaud ou
P. Erdos et V. Komornik, sur le spectre des nombres de Pisot. Les
mémes outils permettent aussi de montrer que pour ¢ €]0, 1], les &-
nombres de Pisot appartenant a un corps de nombres algébriques
réel K, et de degré égal a celui de K, forment un ensemble de
Meyer.

ABSTRACT. Comments on some results about Pisot numbers.
Using some results of Yves Meyer on harmonious sets, we prove
that a real number 6 > 1 is a Pisot number if and only if Ay U
(—Ajg)), where Ap is the set of polynomials with coefficients in
{0,1,...,[0]} evaluated at 6, is a Meyer set. This allows us to de-
duce certain related results of Y. Bugeaud or P. Erdés and V.
Komornik. By the same tools we also show that for e €]0, 1], the
set of e-Pisot numbers which are contained in a real algebraic
number field K and have the same degree as K, is a Meyer set.

1. Introduction

Yves Meyer a introduit, en 1969, a propos de 1’étude de quelques sujets
d’analyse harmonique, la notion d’ensemble harmonieux dans un groupe
abélien localement compact (a. 1. c.) [6]. Une classe importante des en-
sembles harmonieux est celle des ensembles de Meyer, également appelés
quasicrystaux [7], et qui contient & son tour la famille distinguée des mo-
deles. Ces ensembles sont des objects mathématiques remarquables dans
I’étude de quelques structures non-périodiques, et ont des applications en
physique (cf. [5] et [7]). On va montrer, dans ces pages, qu’il est possible
de retrouver des résultats sur les nombres de Pisot, déja prouvés par Y.
Bugeaud [1] ou P. Erdos et V. Komornik [3] ou A. H. Fan et J. Schme-
ling [4], a laide de résultas d’Y. Meyer [6] et de J. Lagarias [5], sur les
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ensembles de Meyer. Comme a l'accoutumée on désigne par R et Z le corps
des nombres réels et 'anneau des entiers rationnels (ou bien des entiers)
respectivement. Dans ce qui suit, le degré et les conjugués d’un nombre al-
gébrique sont considérés sur le corps Q des rationnels. De méme le degré, le
discriminant et une base d’un corps de nombres algébriques sont également
considérés sur Q. On désigne par 6 et m, respectivement un nombre réel
supérieur a 1, et un élément de ’ensemble N des entiers positifs. Rappelons
enfin que le réel 6 appartient a ’ensemble des nombres de Pisot, usuelle-
ment noté S, §’il est un entier algébrique, et si ses conjugués, autres que
lui-méme, sont de module inférieur a 1.

Dans les trois paragraphes qui suivent on rappelle des résultats connus
sur les modeles dans un groupe a. 1. c., sur les ensembles de Meyer dans R,
et enfin sur les ensembles harmonieux réels. On retrouve ainsi dans le qua-
trieme paragraphe le théoréme principal de [4]. On montre également dans
le dernier paragraphe que le réel 0 est un nombre de Pisot si et seulement
si I'ensemble A (6) U (—A)(0)), on

A = A (0) = {anb" + an 10" +---F+ag| neN, ap €{0,1,...,m}}

et la notation [ | désigne la fonction partie entiere ([0] est le plus grand
entier inférieur ou égal a ), est un ensemble de Meyer. On déduit de cette
derniére équivalence, un théoreme montré dans [1], puis dans [3], et qui
dit : Pour que 8 appartienne a S il faut et il suffit que pour chaque m, la
quantité

l;m(0) = inf By, (6)N]0, ool

By, = Biu(0) := A (0) — An(0),
soit non nulle. En outre, on obtient 'inégalité

= i <
m(6) lm%l)nzom < 3[0],

pour 6 ¢ S. Cette derniére majoration du nombre m(#) coincide avec une

majoration analogue obtenue dans [3], lorsque 6 e]%, 2[. Rappelons enfin

que ’étude des ensembles A,,(0) a débuté dans [2], et que nous ne savons
pas si I'égalité m(6) = [0] est vraie pour tout 6 ¢ S (voir [8]).

2. Modéles

Rappelons q'une partie D d’un groupe a. 1. c¢. G, est dite relativement
dense s’il existe un compact K de G telle que G = D+ K. On dit aussi que la
partie D est unifomément discrete s’il existe un voisinage U de 0 dans G tel
que (D—D)NU = {0}. I est clair qu'un sous groupe de G est uniformément
discret si et seulement si il est discret. Dans le cas ou la topologie de G peut
étre définie par une distance d invariante par translation pour laquelle la
boule formée des points x € G tels que d(x,0) < R est compacte, pour tout
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nombre réel R > 0 (c’est le cas ot G = R™), dire que D est relativement
dense (respectivement uniformément discrete) revient a dire qu’il existe un
nombre réel R > 0 tel que pour tout x € G il existe y € D satisfaisant
I'inégalité d(z,y) < R (respectivement tel que tout couple (x,y) d’éléments
distincts de D satisfait d(x,y) > R).

Y. Meyer définit un modele de la fagon suivante [6] :

Définition 2.1 Soit G un groupe a. l. c., et soit D un sous-groupe discret
et relativement dense de GxR™™1 (on convient que R® = {0}). On désigne
par pi et py les projections de G x R™™! sur G et R™™! respectivement.
On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) DN ({0} x B™1) = {(0,0)}.

(ii) p2(D) est dense dans R™ 1.

Soit Q un ouvert non vide et borné de R™~'. Le modéle A défini par ces

données est le sous-ensemble de G, image par p1 de l’ensemble des éléments
d € D tels que pa(d) € Q.

Autrement dit, A est ensemble pi(py'(Q)). La condition (i) peut se
traduire par le fait que la restriction de p; a D est injective (voir [7]). Dans
le cas ou G = R™ et n € N, ’ensemble D ci-dessus est un réseau total de
R™tm=1 i e., un sous groupe de R~ engendré par n+m — 1 vecteurs
linéairement indépendants sur R, et donc D est isomorphe et homéomorphe
au sous groupe Z" =1 de R#tm—1,

On peut construire des modeles réels, i.e., pour G = R (on dira aussi
modeles de R), de la fagon suivante (cf. [6]) :

Lemme 2.2 ([6]) Soient Iy, ..., 1Ly, des formes linéaires sur R™. Supposons
les conditions suivantes satisfaites :

(i) les applications i, ...,ly, sont linéairement indépendantes,

(ii) les coefficients de la forme linéaire l; sont linéairement indépendants
sur Uanneau 7,

(iii) dans l’espace vectoriel réel engendré par les applications la, ..., Ly, il
n’y a pas de forme linéaire non nulle a coefficients entiers.

Soit Q un ouvert non vide et borné de R™ 1. Alors, l’ensemble des
nombres réels 11(p), pour p € Z™ tel que (la(p),...,Im(p)) € Q, est un
modéle de R.

En effet, la condition (i) assure que I’endomorphisme A de R™ x ——

Az) == (li(x), ..., L (x)), est un automorphisme continu. Puisque Z™ est
discret et relativement dense dans R™, il en est de méme de
D = XZ™).

Sip € Z™ et satisfait [ (p) = 0, alors p = 0, car d’apres la condition (ii) les
coefficients de [; sont indépendants sur Z. Cela assure que si 'on identifie
R™ et R x R™! la restriction de la projection p; : R™ — R & D, est
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injective. Pour montrer que ’ensemble

E:=pa(D) = {(l2(p), -, Im(p)) | p € Z™}

est dense dans R™ ! on considére son orthogonal E dans la dualité
de Pontryagin (z,y) — e¥m™@2v2t+omym) o = (x9,...,2,) et y =
(Y2, . Ym), entre R™~1 et lui-méme. Alors, E+ est I'ensemble des y =
(Y2, .-, Yn) € R™71 tels que I'on ait

y2l2(p) +-o ymlm(p) €Z

pour tout p € Z™. La forme linéaire sur R™, yals + - - - + Ypmlm, doit donc
étre & valeurs entieres sur Z™, i. e., étre a coefficients entiers, ce qui, d’apres
la condition (iii) n’est possible que si yo, ..., ym, sont tous nuls. Donc

- ={0},

et par suite E est dense dans R™ 1. Ainsi la condition (ii) de la définition
2.1 est vraie, et A = p1(D Np; () est un modele de R.

Par exemple, Z est un modele réel. En effet, il suffit de prendre, dans
Iexemple ci-dessus, m = 1, [; l'identité de R, et Q = {0}; le groupe D
ci-dessus est égal a4 Z, et A = Z.

Pour déterminer des modeles de R, on peut aussi considérer des appli-
cations linéaires de R™ dans le corps des nombres complexes C, et on se
ramene au cas réel de la facon suivante :

Lemme 2.3 Soient L1,..., L,,, des applications linéaires de R™ dans C.
Supposons les conditions suivantes satisfaites :

(i) Les applications Ly, ..., Ly,, sont linéairement indépendantes sur C.

(ii) La forme linéaire Ly satisfait Li(R™) C R, et ses coefficients sont
linéairement indépendants sur 7Z.

(iii) Dans l’espace vectoriel complexe engendré par les Lo, ..., Ly,, il n’exis-
te pas de forme linéaire non nulle & coefficients entiers.

(iv) L’ensemble {L1,..., Ly} est stable par conjugaison complezxe.

Supposons Ly, réelle pour k € {1,..,r}, et Ly = Lyy(m_r)2 8 7+
1 <k < (m+r)/2 Soit W un ouvert non vide et borné de R"1
clm—n)/2 (on convient que RO x Cm=1/2 = ¢m=1)/2 ¢t Rm—1 x (CO =
R™1). Alors, l’ensemble des nombres réels L1( ), pour p € Z™ tel que
(L2(p); s Limry2(p)) € W, est un modéle réel.

En raison de la condition (iv), lentier m — r est pair, ce qui justifie
I'indexation des L. Le lemme découle alors du précédent, appliqué aux
formes linéaires réelles (Ix)reqi,... m} sSur R™ ainsi définies :

l, .= Ly,
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pour k € {1,...,r}, puis, sir+ 1 < k < (m+r)/2 et x € R™, alors

L Lot
lo(x) = k() + k2+(m y/2(7)

= Re(Ly(z))

et
Li(2) = Lyt (m—r) 12(2)
byt onr)2(2) = DA — (L)),
L’ouvert © de R™~! est formé de I'image réciproque de W par la bijection
bicontinue de R™~! dans R"~! x C™~")/2 faisant correspondre au point
(22, 2m) le point (Z2, ..., Z(y4y)/2) défini par :

YARES
si2<k<r et
Zk = 2+ 125 (m-r)/2
lorsque 7 +1 < k < (m+r)/2.

Corollaire 2.4 ([6]) Soit K un corps de nombres algébriques réel, de
degré m, et soient o1, ...,0m, les différent plongements de K dans C, ou
o1 est Uidentité sur K. On peut supposer oy réel pour k € {1,...,r}, et
Ok = Opas, 0U S:=(m—71)/2,sir+1<k<r+s.

Soient €2, ...,6r4s, des nombres réels positifs. L’ensemble A, . .
formé par les entiers algébriques o € K tels que 0 < |oj(a)| < €; pour
Jj€12,....,m + s}, est un modéle de R.

En effet, soit Zx anneau des entiers de K, et soit {w1, ..., w;, } une base
du Z-module Zg. On considere les applications linéaires Ly, ..., Ly,, de R™
dans C définies par

Li(x1, .oy tm) = 210K (w1) + -+ 4+ ok (wm)-

Ces applications sont linéairement indépendantes sur C puisque le détermi-
nant deti<y j<m 0% (w;) est non nul (rappelons que le discriminant du corps
K est le carré du nombre deti<i j<m 0k (wj)). L’application Ly est réelle,
car K C R, et ses coefficients sont Z-linéairement indépendants, puisque
les wy, ..., wm, forment une base de Zg sur Z. Il est clair que la condition
(iv) du Lemme 2.3 est satisfaite, puisque si k € {r + 1,....,r + s}, alors
Ly = Ly Pour vérifier la condition (iii), soit L une application linéaire
de R™ dans C, telle que

L(z) =M MLi(z)+ -+ AnLp(z) = w1z + - - - + Ui,
pour & = (Z1, ..., Tm) € R™ ot (A1,..., A\m) € C™, et (uq, ..., up,) € Z™. En
affectant a = les éléments de la base canonique de R™ sur R, de la derniere
relation on obtient 1’égalité matricielle

u =AM,
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ol

ul /\1 0'1(&)1) am(wl)
u:i=1| . |, A= . et A:=[o(wj)] =

Um Am o1(wm) o oml(wm)
Comme det A = deti<k j<m or(wj), la matrice A est inversible. Soit

{w],...,w],} la base de K duale de la base {w1,...,wn }, ¢’est-a-dire la base
de K qui vérifie les égalités suivantes :

1 sij=ket(jk)e{l,...,m}?

TTK/Q(wkw;) = Zal(wkw;-) = {
=1 0 sij#ket(jk)e€{l,..,m}>

Alors la matrice

o1(w)) ... o1(w),)
B := [Uj(w;,c)} =
om(wW]) o om(wl,)
est I'inverse de A, et 'on a
A = Bu.

Ainsi on a pour chaque j € {1,...,m},

Aj = oj(wi)ur + - -+ 0wy ).
Comme les uy, sont des rationnels, on a A\ € K, et \; = oj(wjus + - -
“ 4 whum) = oj(A1); si de plus Ay = 0, alors \; = 0 pour tout j €
{1,...,m}, et donc L = 0. On peut ainsi appliquer le lemme 2.3, avec
W = {(2’2,...,Zr+5) eR~1 xC* ‘ ‘Z]‘ < gy, Vje {2, e, T S}}

Dans la suite, pour ¢ €]0, 1], nous noterons A. l'ensemble A,
avec

7"'767‘+s)7

& =E&2 = ... = &pts,

et alors o € A, si et seulement si a € Zg et 0 < |o;(a)| < € pour tout
j €12,...,m}, puisque lorsque j € {r + s+ 1,...,m}, on a

gj(a) = 0j-s(a)

et donc

loj ()] = [oj—s(a)]-
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3. Ensembles de Meyer
Dans [5], J. Lagarias a montré la propriété qui suit.

Théoréme 3.1 ([5]) Soit A une partie relativement dense de R™. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’ensemble A est uniformément discret, et il existe un ensemble fini
F tel que A— A C A+ F.

(ii) L’ensemble A — A := {z —y | (z,y) € A x A} est uniformément
discret.

Nous adopterons la condition (ii) de ce théoréme comme définition des
ensembles de Meyer :

Définition 3.2 Une partie A de R™ est dite ensemble de Meyer si elle est
relativement dense et si A — A est uniformément discret.

Il est bien évident qu'un ensemble de Meyer A est a fortiori uniformément
discret, et que A — A est relativement dense. D’autres caractérisations des
ensembles de Meyer peuvent étre trouvées dans [7].

4. Ensembles harmonieux réels

Soit 7 I’homomorphisme canonique de R sur R/Z. Pour ( € R/Z, on
pose

€[l = min{ [z | z € R, m(z)=(}.

Définition 4.1 Soit A une partie de R, et soit Gr(A) le sous-groupe
additif de R engendré par A. On dit que A est harmonieuse si pour tout
homomorphisme x de Gr(A) dans R/Z, et pour tout € > 0, il existe t € R
tel que

Ix(A) = 7w (A <e,
pour tout A € A.

Comme R/Z est un groupe abélien divisible, tout homomorphisme d’un
sous-groupe d’un groupe abélien quelconque H vers R/Z peut étre prolongé
en un homomorphisme de H dans R/Z, et par suite, une partie A de R est
harmonieuse si et seulement si, pour tout homomorphisme y de R dans
R/Z, et pour tout € > 0, il existe ¢ € R tel que ||x(\) — 7(tA)|| < € pour
tout A € A. Cela rend évident le fait que si A est harmonieuse, il en est
ainsi de —A et de A + A.

Notons aussi que toute partie d’'un ensemble harmonieux est harmo-
nieuse. Y. Meyer établit dans [6] que :

Proposition 4.2 ([6]) Toute partie harmonieuse de R est uniformément
discrete.
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Il en résulte que toute partie harmonieuse relativement dense A de R est
un ensemble de Meyer, car A — A étant alors harmonieuse, est aussi unifor-
mément discrete. Réciproquement, de [6] et [5] (cf. aussi [7]) on obtient :

Théoreme 4.3 Une partie de R est un ensemble de Meyer si et seulement
st elle est relativement dense, et harmonieuse.

Y. Meyer [6] établit aussi que :

Théoréme 4.4 ([6]) Tout modéle de R est un ensemble harmonieuzr et
relativement dense.

Corollaire 4.5 Un modéle de R est un ensemble de Meyer.

Soit maintenant K un corps de nombres algébriques réel. Pour ¢ €]0, 1],
on désigne par S: I’ensemble des nombres de Pisot a appartenant a K, de
méme degré que K, et tels que tous les conjugués de «, autres que lui-
méme, soient de module inférieur a €. On peut alors retrouver un résultat

de [4] :
Théoréme 4.6 ([4]) L’ensemble S.U(—S;) est relativement dense dans R.

On propose ici la démonstration suivante : on va prouver que I’ensemble
S: U (—S;) coincide avec le modele A, défini ci-dessus, lorsque le degré m
du corps K, satisfait 'inégalité m > 2. Le résultat est trivial pour m = 1,
car on a S: = NN [2, 00[. Supposons donc m > 2. L’inclusion £S5, C A; est
évidente. Réciproquement, si o € A., alors a un entier algébrique de K, et
sa norme

Nijgla) =[] oj(@)
j=1

pour l'extention K/Q, est un entier non nul. L’inégalité ’NK/Q(a)‘ > 1,
donne immédiatement

1
> 6m—1 ’

1
oj(a)

m
lal > ]
j=2

et donc

la| > 1.
Ainsi 0j(a) # o pour chaque j € {2,...,m}, et o est de degré exactement
m, d’ou o € £85;.

Rapellons enfin un résultat d”Y. Meyer [6] sur le spectre des nombres de
Pisot :
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Théoréme 4.7 ([6]) L’ensemble Ai(0) est harmonieuz si et seulement si
0 est un nombre de Pisot.

Il en résulte que, lorsque 6 € S, les ensemble A,,(0) et B,,(#) sont
harmonieux pour tout m, puisque B,,(0) = A, (0) — A (0) et A, (0) est la
somme de m termes de la forme A;(0), i. e., A, (0) = A1(0) + - - -+ A1(0).

5. Une application

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat qui suit.

Théoréme 5.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’ensemble By, (0) est uniformément discret pour tout m.
(ii) L’ensemble By, (0) est un ensemble de Meyer pour tout m > [6].
(iii) L’ensemble Ajg(0) U (—Ap(0)) est un ensemble de Meyer.
(iv) Le nombre 6 appartient a ’ensemble S.

La preuve de ce théoreme est une conséquence immédiate des remarques
précédentes, et du lemme suivant :

Lemme 5.2 Pour tout nombre réel 6 > 1, l’ensemble Ajg(60) U (—Ajg)(0))
est relativement dense.

C’est une conséquence de [3], que l'on peut démontrer rapidement en
établissant que pour tout nombre réel z > 0, il existe t € Ay tel que
t<z<t+1.

Ceci est trivial si « € [0, 0], car il suffit de prendre ¢ = [z]. Par récurrence,
supposons le résultat prouvé pour x € ["~1, 67, avec n € N, et soit main-
tenant z € [0",0"T[. Comme /0 € [0"1,0"], il existe t,—1 € Ajg tel
que
x
tnfl S - < tnfl + 17

0
et donc
0<z—06t,_1<8.
Comme
[ —Otp—1] <z —0t,—1 < [x—0Ot,—1] + 1,
on a

t, <z <t,+1,
oty = Ot,—1 + [v — Ot,_1] € Ay, puisque pour tout o € Ap, et pour
tout entier a € [0, 0[, le nombre 6 + a appartient a Ajg).

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 5.1. L’implication (i) =
(i), résulte immédiatement du lemme 5.2, qui montre que pour tout m >
[0], 'ensemble B, contenant Ay U(—Ajg) est relativement dense. Comme
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B,,— B, = Bay, si Bo,, est uniformément discret, alors B,,, est un ensemble
de Meyer.

Larelation (ii) = (iii), provient du fait que I'’ensemble C' := A U(—A)
est relativement dense, et contenu dans Bgj. Si ce dernier est un ensemble
de Meyer, C' — C, étant contenu dans Bjg — Bjg], est uniformément discret.

L’implication (#73) = (vi), est une conséquence du fait que tout sous-
ensemble d’un ensemble harmonieux étant harmonieux, il résulte du théo-
reme 4.3 que toute partie d’'un ensemble de Meyer est harmonieuse. La
condition (i77) implique donc A; est harmonieux, et par suite (d’apres le
théoréme 4.7) le nombre 6 appartient a ’ensemble S.

Enfin, la relation (iv) = (i), provient du fait que si 6 est un nombre de
Pisot, alors I’ensemble B, est harmonieux, et donc (d’apres la proposition
4.2) I'ensemble B, est uniformément discret.

De 1'égalité B,,,(0) — By, (0) = By (6) on a
lom(0) = inf{|z —y| | (z,y) € B (0) x Bm(0), = # y},

et B, (0) est uniformément discret si et seulement si l9,, (6) > 0. On retrouve
ainsi en corollaire du théoréme 5.1, un résultat déja prouvé dans [1] et puis
dans [3] :

Corollaire 5.3 Pour que 6 soit un nombre de Pisot, il faut et il suffit que
lm(0) > 0 pour tout m.

Cette derniere condition est en effet équivalente a l2,,,(6) > 0 pour tout
m, car la fonction m +— 1,,(0) est décroissante. On applique alors la condi-
tion (i) du théoreme 5.1.

Le corollaire 5.3 peut d’ailleurs étre précisé :

Corollaire 5.4 Si l3(0) > 0, alors 6 € S.
Nous allons en fait démontrer un résultat légerement plus précis :

Corollaire 5.5 Si lyg(0) > 0, et si
inf{|z —y| | (z,y) € Asig)(0) x Apg)(0), = # y} > 0,

alors 6 est un nombre de Pisot.

En effet en utilisant la condition (iii) du théoreme 5.1, comme Ajg U
(—Ajg) est relativement dense, il suffit pour que 6 soit un nombre de Pisot,
que I'ensemble D := Ay U(—A)) — Ajg)U(—Ajg) soit uniformément discret.
Or

D = Bg U Agjg) U (—Ag));
et

D — D = Byjg) U (Aspe) — Apg) U (Ajg) — Asjg)) U Agjg) U (—Aype))-
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Dire que D est uniformément discret revient a dire que
inf(D — D)NJ0, co[> 0,
ou bien
inf(Bajg) U (£(Asjg) — Ajg))))N]0, 00[> 0,

car inf(Ay\{0}) = 1. Par conséquent I'ensemble D est uniformément
discret si et seulement si

ZQ[Q](G) >0
et
inf(j:(Ag[g] — A[g]))ﬂ]o, oo[> 0.
Le corollaire 5.5 en résulte, et a fortiori, le corollaire 5.4, puisque

Bojg) U (£(Asjg — Ap))) C Bsjg)-

Notons enfin que le corollaire 5.4 dit que si # n’est pas un nombre de
Pisot, alors I34(¢) = 0, et dans ce cas la quantité

m(f) = min{m € N | [,,,(0) = 0},
est bien définie, et satisfait I'inégalité
m(0) < 3[6].

Il est aussi important de signaler que la majoration

1/ /
m(e) < 10— o)/ +16 11,

ou la notation [z]" désigne le plus petit entier supérieur ou égal a z, obtenue
dans [3], est meilleure que celle du corollaire 5.4. Toutefois les deux derniéres

inégalités sont identiques lorsque 6 E]H—Q‘/g, 2[. On ne sait pas si le résultat
d’Erdos et Komornick est optimal, et plus précisément si 'égalité /o) 0)=0
a lieu pour tout 6 ¢ S (voir [8]).

Remerciements. L’auteur remercie vivement le rapporteur pour la lecture
profonde de ce travail.
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