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Inégalités sur la mesure de Mahler d’un polynéme

par V. FLAMMANG

RESUME. Dans cet article, nous donnons une minoration de la
mesure de Mahler d’un polynome & coefficients entiers, dont toutes
les racines sont d’une part réelles positives, d’autre part réelles,
en fonction de la valeur de ce polynéme en zéro. Ces minorations
améliorent des résultats antérieurs de A. Schinzel. Par ailleurs,
nous en déduisons des inégalités de M.-J. Bertin, liant la mesure
d’un nombre algébrique & sa norme.

ABSTRACT. In this paper, we give a lower bound for the Mahler
measure of a polynomial with integer coeflicients whose roots are
first all positive then all real, in function of the value of this
polynomial at zero. These lower bounds improve some prece-
dent Schinzel’s results. We also deduce some inequalities of M.-J.
Bertin, connecting the measure and the norm of an algebraic num-
ber.

1. Introduction.

Soit P = agz? + ... + ag = ap(z — o1)...(z — @a), apag # 0, P # z, un
polynéme & coefficients complexes. La mesure de Mahler de P se définit
par :

d
M(P) = lao| [ max(®, lau]).

La mesure de Mahler d’un nombre algébrique o non nul est la mesure de
Mabhler de son polynéme minimal P dans Z[z].

Dans le cas d’un polyndme totalement positif (i.e. dont toutes les racines
sont réelles positives), nous montrons :

THEOREME 1.1. Soit P € R[z], de degré d > 1, unitaire, totalement positif,
non divisible par = et z — 1 et tel que |[P(1)| > 1. Alors

r
M(P)ﬁ > 1+ 4/4|P(0)]2 +1 .

2

Manuscrit regu le 3 décembre 1996.
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Cette inégalité se déduit du résultat plus général suivant :

PROPOSITION 1.2. Soit ¢ un réel, 0 < ¢ < 1/2.
Soit P € R[z], de degré d > 1, unitaire, totalement positif. Alors

M(P) 2 PO PP (4=

- ' “\ee(1 = 2¢)t-2e

Remarque : Si P est & coefficients entiers, la condition [P(1)| > 1 est
réalisée lorsque z — 1 ne divise pas P.

Pour un polynéme totalement réel (i.e. dont toutes les racines sont réelles),
nous obtenons des résultats analogues.

THEOREME 1.3. Soit P € R[z], de degré d > 1, unitaire, totalement réel,
non divisible par x, x — 1, z + 1 et tel que |P(+1)| > 1. Alors

. 1+4/4P(0)|% +1
M(P): > 3 .
Cette inégalité est issue de la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4. Soit ¢ un réel, 0 < ¢ < 1/2.
Soit P € R[z], de degré d > 1, unitaire, totalement réel. Alors

1-2¢ (1 - C)l_c ) 2
M(P) > |P(0)|°.|P(1).P(-))|* .| ——————— .
(P) 2 IPOFIPO) PV (S o
Remarque : Si P est & coefficients entiers, la condition |P(+1)| > 1 est
réalisée lorsque z — 1 et  + 1 ne divisent pas P.
A. Schinzel [2] a montré que :

THEOREME 1.5. Soit o un entier algébrique totalement positif, a # 0,1
(resp. totalement réel, a # 0,1,—1). Alors

1+5 1+v5 )
2 ’ 2 '
Pour un tel entier o, de polynéme minimal P, on a |P(0)| > 1 et donc

1+ /4P +1 145 1+/4PO)E+1 _1++5
: > 5 (resp. 5 2 5 ) -

Par conséquent, les inégalités des théorémes 1.1 et 1.3 sont meilleures que
celles démontrées par Schinzel.

Dans le dernier paragraphe, nous prouvons que ces inégalités sont également
meilleures que des inégalités établies par M.-J. Bertin, faisant intervenir la
mesure de Mahler et la norme de a, entier algébrique totalement positif
puis totalement réel.

Al

M(a)d 2 (resp. M(a)? >
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2. Démonstration de la proposition 1.2.

2.1. Principe de la démonstration. Soit ¢, 0 < ¢ < 1/2 et soit f la
fonction définie pour z > 0, z # 1 par :

f(z) =log,(x) — (clog(z) + (1 — 2c)log |z — 1)
ou log, (z) = log(max(1, |z|)). Supposons que 131>i%1f(a:) =m.
Soit P un polynéme P satisfaisant les conditions du théoréme et de racines
(i) a<i<a)- Alors
log, (a:) > clog(ei) + (1 —2¢)log|a; —1|+m 1<i<d
et en sommant sur %, il vient

d d
log+(fI ;) > clog(H a;) + (1 - 2¢) log(H la; — 1|) + dm

i=1 i=1 =1

ce qui donne
M(P) > |P(0)|°.|P(1)|*"2c.e™ .

1
2.2. Détermination de m. Pourz >0, 2 # 1, on a f(z) = f(—z-), ce qui

permet de restreindre I’étude de f & l'intervalle ]0,1[.
Sur ]0,1[, f s’écrit : f(z) = —(clog(z)+ (1 —2c)log(z —1)). Le numérateur
de la dérivée de f, noté f;, vaut :

Al@)=(0-cz—c
Par conséquent, f’ admet une unique racine ;== comprise entre 0 et 1 et f
y atteint son minimum.
1 reste a calculer m. (1= )i
c —-c)'~

m=f|— | =log| ———————— .

f (1 - c) & (c“.(l - 2c)1‘2°>
Ceci termine la preuve de la proposition 1.2.

3. Démonstration du théoréme 1.1.

Soit P un polynéme satisfaisant les conditions du théoréme 1.1. La propo-
sition 1.2 implique :

d

(1-c)t )
M(P) 2 |PO)| N\ —————
(P2 1POF (=7 —a5s
W
On veut déterminer ¢ de sorte que ’expression (1) soit la plus grande pos-
sible. Pour cela, nous étudions la fonction g définie sur ]0,1/2[ par :

g(c) = clog |P(0)| + d ((1 - c)log(1l —¢) —clogc— (1 - 2¢)log(1 — 2¢)).
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Sa dérivée vaut :

(1—2c)2)d

9'(c) = 1og |P(0)] +log (o=

et g atteint son maximum sur ]0,1/2[ en
1 1

c= == .
2 2/4PO)]F +1

Il reste & remplacer cette valeur de ¢ dans I’expression (1) pour aboutir &
Pinégalité du théoréme 1.1.
4. Démonstration du théoréeme 1.3.

Le principe est le méme que pour le théoréme 1.1. Aussi nous n’en don-
nerons que les différentes étapes.

Soit ¢, 0 < ¢ < 1/2. La fonction h qui intervient dans la preuve de la
proposition 1.4 se définit pour z € R*, z # +1 par :

h(z) = 1/2f(z?),

ou f est la fonction définie dans le paragraphe (2.1).
Cette relation fournit directement le minimum m’ de A :

1 ¢ (1-c¢)e ;
!
= =, =1 _) .
m =3 (1 - c) o8 <c°.(1 — 2c)1-2c)
Soit enfin P un polyndme satisfaisant les conditions du théoréme 1.3. La
proposition 1.4 implique :

M) 2 PO (F—ass) -
@

Un raisonnement analogue & celui du paragraphe 3 montre que la valeur de
¢ pour laquelle I’expression (2) est la meilleure possible est :

1 1
c=--

2 2/4PO))} +1

Puis on remplace cette valeur de ¢ dans (2) pour obtenir I'inégalité du
théoreme 1.3.
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5. Comparaison avec des inégalités de M.-J. Bertin.

5.1. Cas totalement positif. Soit a un entier algébrique totalement positif
non nul, o # 1. Son polynéme minimal P est & coefficients entiers, unitaire,
irréductible et totalement positif. P satisfait donc les conditions du premier
théoréme. L’inégalité s’écrit alors :

M)} > 1+ 1/4|N(e)|? +1 .

- 2

M.-J. Bertin [1] a obtenu le résultat suivant :

THEOREME 5.1. S7 o est un entier algébrique totalement positif, a # 0,1
alors

2

14 \/5> N ()| 24

M(a)% > |N(a)|%. (
Nous nous proposons de montrer que :

% 1
1+ \/4|N(a)| +1 S IN(G)P%- (1 +2\/§) N(a) T

2 - (3) *
Posons t = (1+ V5)/2 et z = |[N(a)| /%, 0<z<1.
L’inégalité (3) devient :
T+ Vé+a? S 4
—— 2
soit encore 0>t —1t7°—ux.
Pour 0 < z <1, définissons ¢(z) =t —t7° —z.
¢"(z) = (logt)®.(t* — t~%) est toujours supérieure ou égale & zéro. De plus,
¢'(0) < 0 et ¢'(1) > 0 donc ¢’ ne s’annule qu’une fois en z¢ €]0,1[ et z, est
un minimum pour ¢. Comme ¢(0) = ¢(1) =0, il en résulte que la fonction
¢ est toujours négative ou nulle sur [0,1]. Ceci prouve I'inégalité (3).

5.2. Cas totalement réel. Dans ce cas, M.-J. Bertin [1] a montré :

THEOREME 5.2. Si « est un entier algébrique totalement réel, o # 0,1, —1

alors
M(a)? > max ((1 b “5) N @) (1 g ‘/g) ﬁ) .

2 2
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Soit « un entier algébrique totalement réel non nul, @ # +1. Son polynéme
minimal P est & coefficients entiers, unitaire, irréductible et totalement réel.
P satisfait les conditions du second théoréme dont 'inégalité s’écrit :

1+4/4N(a)|d +1
M(a)t > V4l 2( )| _
Comme |N(a)| > 1, on a toujours :

L+y4N@IE+1 1445

2 - 2

1l reste & montrer que :

1+\/4|N(a)“+1 2|N(a)|%.(1+\/—5-) IN (@3 ) .

2 2

Posons t =1+ V5/2 etz =|N(a)|"%, 0<z <1
L’inégalité (4) devient :
z+vVé+z? _
=
inégalité qui a été démontrée dans le cas totalement positif.
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