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Propriétés arithmétiques et dynamiques du
fractal de Rauzy

par ALt MESSAOUDI

REsuME. Dans ce travail, nous construisons explicitement deux
isomorphismes métriques partout continus. L’un entre le systéme
dynamique symbolique associé a la substitution o : 0 — 01, 1 —
02, 2 — 0 et une rotation sur le tore T?; ’autre, entre le systéme
adique stationnaire [33] associé & la matrice de la substitution
et la méme rotation. Pour cela, nous étudions les propriétés
arithmétiques de la frontiere d’un ensemble compact de C appelé
“fractal de Rauzy”. Les constructions se généralisent aux substi-
tutions de la forme o, : 0= 01, 1 =» 02,--- k-1~ 0k, k— 0
ou k> 2.

ABSTRACT. Here we construct explicitly two metrical isomor-
phisms everywhere continuous. One between the symbolic dy-
namical system associated to the substitution o : 0 —= 01, 1 —
02, 2 — 0 and a rotation of the torus T?; the other is between
the adic stationary system associated to the matrix of the substi-
tntion and the same rotation. For this we study the arithmetical
;roperties of the boundary of a compact subset of C namely the
“Rauzy fractal”. The constructions are generalised to substitu-
tions 0, : 001, 1~ 02,-- k=1 0k, k= 0ot k> 2.

1. INTRODUCTION

Depuis quelques années, des connections ont été établies entre les systeé-
mes dynamiques symboliques, les automorphismes du tore et les systémes
de numération. L’exemple le plus connu est lié au nombre d’or g = (1 +
V/5)/2 et au systéme dynamique symbolique associé 3 la substitution de
Fibonacci 7 : 0 — 01, 1 + 0. Ce dernier [25] est métriquement isomorphe
3 la rotation d’angle B sur le tore T1. D’autre part il existe une application
¢ qui est un isomorphisme métrique entre le systéme adique stationnaire

associé & la matrice L = 11 ) et la rotation d’angle 8 = (1 + v/5)/2

10
sur le tore T (voir [33]). L’ensemble des points oti ¢ n’est pas injective est

Manuscrit regu le 31 juillet 1997.
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dénombrable, il correspond & I'image réciproque par ¢ de ’orbite négative
de 0 sous la rotation. Par ailleurs, le systéme markovien associé 4 la matrice
L est métriquement isomorphe & la multiplication par 1/3 dans le tore T, et
son extension naturelle s’interpréte comme un automorphisme hyperbolique
du tore T? (voir aussi [2] et [20]).

Dans ce papier, nous étendons ces résultats aux substitutions de la forme
or ou k > 2, définie par 0, : 0— 01, 1 = 02,---, k— 1+ 0k, £k — 0 ou
k> 2.

En utilisant des méthodes spectrales, B. Solomyak a étudié (voir [31])
le systéeme adique associé & ces substitutions. Toutefois son approche ne
permet pas d’expliciter 'isomorphisme métrique. Dans ce papier nous
explicitons les isomorphismes et nous mettons en évidence les propriétés
arithmétiques des points ou ils ne sont pas injectifs. Cela est lié & un
systéeme de numération complexe.

Nous étudierons essentiellement le cas k = 2 et nous noterons o la sub-
stitution o9. Le cas oy, k > 2 se traite de la méme fagon, nous avons un
systéme de numération dans R¥. Nous verrons (section 4) que le systéme
dynamique symbolique associé a la substitution o est lié & un compact de
C appelé “fractal de Rauzy”.

La section 3 sera donc consacrée a ’étude des propriétés arithmétiques
du fractal de Rauzy.

Le fractal de Rauzy est I’ensemble

“+00
&= {Z giat | Vi > 3,¢; € {0,1}; €i€i41€i42 = 0}
1=3

ot1 a est ’'une des deux racines complexes du polynéme P(z) = z3—z2—z—1

et |a| < 1. Introduit par G. Rauzy [28], le fractal de Rauzy a de nombreuses
propriétés : c’est un compact connexe deC, a frontiere fractale et a intérieur
simplement connexe et il induit un pavage périodique du plan complexe. Il
est partagé en trois régions qui induisent un autre pavage non périodique
et auto-similaire du plan. Ces régions sont : & = af, & = a® + a®€ et
& = a® + o + o3E. Le fractal de Rauzy a été aussi étudié par S. Ito et
M. Kimura . Ils ont montré [32] que sa frontiére est une courbe de Jordan
générée par la méthode de Dekking pour la construction d’objets fractals
(pour la méthode de Dekking, voir [3]). Pour plus de renseignements sur
le fractal de Rauzy, on reffére & [22], [29] et [30]. Par ailleurs, pour tout
nombre complexe z il existe un entier [ tel que z = Z;"f giatog; =0oul
et €;€i1€i+2 = 0. La suite des chiffres (g;);>; est appelée a-développement
de z. Nous montrerons que les points ou les isomorphismes métriques ne
sont pas injectifs correspondent aux nombres complexes qui ont plusieurs a-
développements. Ainsi dans la section 3, en étudiant la frontiére de £, nous
construirons un automate fini qui reconnait les a-développements multiples
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des nombres complexes. Cela donne des renseignements sur la frontiére de
£, entre autre elle est de mesure nulle.
Dans la section 4, nous munirons le fractal de Rauzy d’une dynamique
qui correspond a un échange adéquat des trois régions &, &; et . Nous
expliciterons ainsi un isomorphisme métrique continu entre le systéme dy-
namique symbolique (€2, T', m) associé 4 la substitution o ol T est le décalage
et m est 'unique mesure ergodique sur 2, et une rotation sur le tore T2.
Un autre isomorphisme métrique sera établi entre le systéme adique sta-
111

tionnaire associé & la matricce M = | 1 0 0 | et la méme rotation sur
010

le tore T2.

Enfin, dans la section 5, en utilisant le fractal de Rauzy, nous donnerons
explicitement un codage markovien de I’automorphisme hyperbolique M
du tore T®. Le domaine fondamental du tore que l’on choisira est 'union
de trois cylindres de bases respectives £y, £; et £ et de hauteurs distinctes.
Ce résultat rejoint un travail fait indépendamment dans [19] et [17], ou
I’on construit un codage sofique pour tout automorphisme hyperbolique du
tore. Néanmoins ce codage ne permet pas de déterminer les points ou il
n’est pas injectif. L’avantage de 1’exemple que l'on étudie est que notre
codage permet de caractériser ces points (I’ensemble de ces points est de
mesure nulle) et de décrire explicitement la partition markovienne.

2. NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Soit A un alphabet fini, nous appelons mot, un élément du monoide

libre sur A noté A*, A* = Jycy A* ot A% = {0}, 0 étant le mot vide. Un
élément u = ug---up--- de AN est appelé mot infini. Soit u = uguy---
un mot infini, un mot v est un facteur de u s’il existe un entier k tel que
V = UgUk41* *  Ujy|+k—1- L'ensemble des facteurs de longueur n de u se note
Ly, (u).
Soit v € Ly (u), nous disons que v est prolongeable & droite s’il existe a € A,
tel que va € Lpy1(u). Dans le cas ou il existe trois éléments distincts a, b
et ¢ de A tels que va, vb et vc € Lpy1(u), v est dit tri-prolongeable & droite
(pour ces définitions, voir par exemple [6]).

Notons A L’ensemble des suites (an)ncz appartenant a {0,1}% dans

lesquelles ne figurent pas trois ”1” consécutifs, et telles qu’il existe un entier
k € Z, tel que pour tout entier n < k, a, = 0.
Nous parlerons indifféremment d’une suite (ap)nez appartenant 3 N telle
que a, = 0 pour tout n < k et de la suite (@ )n>k. S0it (an)n>k un élément
de N, supposons qu’il existe p € Z tel que pour tout n > p, a, = 0. Cette
suite sera notée (an)r<n<p €t 'ensemble de telles suites, N.
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Nous disons qu’une suite (ar)r<n<p st supérieure lexicographiquement &
(bn)r'<n<p s'il existe un entier s € Z, tel que pour tout n > s, a, = by, et
as > bs.

Soit v € C, nous posons Z+[y] = {YN,aiv* | Vi € {0,---N},a; € N} et
Z7[y] = {—z | z € Z™[y]}. Soit 2 € C et A C C, nous posons A + z =
{z+z|z€ A} et zA={zz |z € A}.

Nous notons int(A) 'intérieur de A, Fr(A) la frontiére de A et A ’adhérence
de A.

3. CARACTERISATION ET PROPRIETES DE LA FRONTIERE DE &

Historiquement, le fractal de Rauzy a été défini par G. Rauzy [28] comme
un sous-ensemble F de R? ou F = {20 &iB'Z, (g;) € N} tel que

-6 -6 0-1
B=(1_02 _02)aZ=( 02 )’
et  est la racine réelle du polynéme P(z) = z® — 2% —z — 1.
La matrice B a pour polynéme minimal (X —a)(X —@). Nous en déduisons
Pexistence de deux nombres complexes a et b tels que :
aa™ + aa™ )

n = —
VneN,B z_( o™ 1 5o

11 existe donc une application % linéaire bijective continue de R? dans C
telle que ¥(F) = £. En particulier ¥(B"Z) = o™*3 pour tout entier n.

Proposition 1. L’ensemble £ induit un pavage de C modulo Z+Za, c’est-
d-dire £ vérifie les propriétés suivantes:

e int(&) =¢€.

[ ] C = Uzez+az(8 + 2).

o V2,2 €Z+aZ,z# 2 = (E+2)Nint(E +2') = 0.

Preuve. L’ensemble F induit un pavage de R? modulo Z? (voir [28], [32]).
Puisque & est I'image de F par l'application %, il suffit de montrer que
Y(Z?) = Z + oZ.

Or un calcul simple montre que ( _(_)1 ) =B72Z =y (a)et ( _11 ) =
B=3Z = 4~1(1). Dot le résultat.

3.1. Caractérisation de la frontiére de £. La frontiére de £ est I’'union
de six arcs de la forme EN (€ +u) o u € {1,041 + a,—1,—, -1 — a}
(voir figure 2). En plus si u € (Z+ Za) — {0} alors £N (£ +u) # 0 si et
seulement si u € {1,a,1 + a,-1,—a,—1 — a}.

Nous allons énoncer une proposition qui nous sera utile pour caractériser
la frontiére de £.
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Proposition 2. Soit (&;)_r<i<2 un élément de Ny tel que e = 1. Si
—k < 0, alors

2
EN(E+ ) eid) =0

i=—k

figure 1 : Le fractal de Rauzy

figure 2 : Pavage périodique du plan par le fractal de Rauzy
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Pour la preuve, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1. Les relations suivantes sont vérifiées :
1. EN(E-1)=EN(a+a®+a?%).
2. EN(E-1-a) =En((e?+a* + a®E) U(a? + a3€)).
3. ENE —a) =EN((@® + a3 +3E) UL + o2 + a* + a3€)).
Preuve. Les figures (2) et (3) illustrent cette preuve.
1) Rappelons que o® = o?+a+1. 11 suffit donc de montrer que EN(E+1) =
(€ +1) N (a® + a2€). A l'aide de calculs élémentaires, nous obtenons

) 00
—a—0o® = o3+ Z(a3i+2 + a3i+3) =—a+ E(a&' + a3i+1)
i>1 i>1

o0
- 1+z(a3i+1+a3i+2).
i>1

Donc, —a —a? € (a3 +a2€) N (€ — a) N (€ + 1). De méme,

od 00 ) 00 ) 00
3 c=Y o¥=1+a+Y a2 =14 ¥t
T i>1 i>1 i>1

d’ont %3‘ est un élément de (@® +a?8)N(E+1+a)N (€ +1).

Par ailleurs, ’ensemble a3 + o?£ est contenu dans £, d’oit —a —o? et T‘_’—Zg
sont les deux extrémités de I'arc £N (£ + 1). D’autre part, —a—a? et %3‘
appartiennent & (a3 + o2€) N (£ + 1) qui est simplement connexe et inclus
dans £ N (€ + 1). 11 en résulte que
ENE+D) =@ +a2)N(E+1).
Les deux autres relations se montrent de facon similaire. O

Preuve de la proposition 2. Nous avons k > 0, donc
2
FENE+ Z £:0')) CaEN(E + e_py20? +e_pr1a+1).
1=—k

En vertu du lemme 1, nous avons £ N (£ +1) = (£ + 1) N (a® + o2£), ce

qui implique
aNE+1) =aEn (@ +a%E)N(E+1).

Or, nous pouvons montrer que o€ N (a3 +02€) est un arc de £, d’extrémités
—atetw= %3‘ telles que o€ N (a3 + a%€) — {—a?} C int(£).
Puisque —a* ¢ (€ + 1), nous avons

aEN(@®+a2E)N(E+1) Cint(E)N(E+1) =0.
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D’olt, @€ N (€ + 1) = §. De la méme fagon, nous montrons que a& N (€ +
l+a)=0etaEN(E+1+a?)=0. m]

Dans tout ce qui suit, nous notons ’ensemble af par &, ’ensemble
a3 + o€ par & et o + ot + o3€ par &.

]
W
=~
—~
)-I—A
Q
W
N

figure 3 : Le fractal de Rauzy
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3.2. Lien avec les développements impropres en base a. Comme le
module de « est inférieur 4 1 et 0 est contenu dans l’intérieur de &, pour tout
nombre complexe z, il existe un entier k tel que ofz € £. Par conséquent
tout nombre complexe z s'écrit en base o comme z = Y 2, g0, ol €
Z et (&;)iz1 € N. La suite (g;);> sera appelée un o-développement de z.
En vertu du lemme 1, un point de la frontiére de £ a au moins deux o-
développements. Par ailleurs, un nombre complexe z ayant au moins deux
a-développements distincts peut s’écrire comme 2z = E{;k a;a’ + oMz ol
(a;) € Ny est le début commun des deux o-développements de z et N entier
relatif choisi de telle maniére que z € EN(E +v) ouw € {1,0,02, 1+ 0,1+
a?,a + o?}. Dot z € Fr(€). Par conséquent, le probléme de la frontiére
de £ est équivalent au probléme des nombres complexes ayant plusieurs
a-développements.

Théoréme 1. Soient z = Y o0 _;aid’ ety = Y 0 ; ba' ot les suites

(ai)i>—L et (b;)i>—L appartiennent & N, alors x =y si et seulement si pour
tout k > —L, nous avons

z(k) —y(k) € S = {0, £1, o, £(1 + @), £(1 +a?), £(a +a?), £a?},
ot z(k) = *2 3% a0t et y(k) = a2 3E | biod.

Avant de donner la preuve de ce théoréme, nous allons donner quelques
propriétés du a-développement.

Soit (T )nen la suite récurrente définie par To =11 =0, To = 1, Typ3 =
Thnyo + Thyr +Th, Yn 2 0.

Lemme 2. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal d 2, o™ = Tpo? +
(Th-1 + Th—2)a+ Tp—y.

Preuve. La preuve, par récurrence sur n, est laissée au lecteur. O

Le lemme suivant est une compilation de quatre résultats connus (voir
[7], (8], [22]).
Lemme 3. Nous avons les résultats suivants :
1. Soient (a;)s<i<n €t (bi)s<i<n deuz éléments de Ny. Si (a;) est supé-
rieure lezicographiquement d (b;), alors 3 7 o a;T; > > i o b;T;.
2. Soient (a;)-r<i<n et (b ) L'<i<m deuz éléments de Ny tels quea_g, =
bop=1. 8 Y _;aid*=3,"_; b, alors L=L" eta;="b;,Vi>
—L.
3. Si x est un élément de Z*[a], alors il existe L et n entiers tels que
= Z?:—L aiai, ou (ai)—LSiS" € Nf.
4. Soient z et y deuz éléments de Zla] tels que z = > _; aid’ ety =
m_pbiat ot (a;) et (b;) éléments de Ny et an = am = 1, alors il
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eziste deus entiers L' etr, r > maz(m,n) tels quez+y = Y 1__;, cia®
ot (¢;) € Ny.

Preuve du théoréme 1. Nous avons o ~2(z(k)—y(k)) = Z a;iol— Z bia'.
i=—L i=—L

Puisque le module de a est inférieur & 1, si z(k) — y(k) € S, alors

lim o*~2(z(k) —y(k)) =0=z —y.

k—o0 . .
Prouvons 'implication directe. Soientz =Y > ; a;ja’ety =3 2 ; bia'.

Supposons que z = y donc a~¥+2z = a~*+2y, nous en déduisons que

z(k) —y(k) = > (bi—a)a' 2= (birk_2 — aipr-2)o’

i=k+1 =3

D’autre part z(k) —y(k) = Yr__; (a; — b;)oi 512 = o= L-k-1 3 LHE+3 0 i
ou ¢; = a;—r-3 — bj—r—3. En outre, le lemme 2 implique que z(k) — y(k) =
a L% -1(na? + (p + q)a + p) o

L+k+3 L+k+3 L+k+3
n= Y ¢&T,p= Y, cTiy,q= Y, cTia.
=3 =3 =3

Supposons que cz4+k+3 = 1, donc a; = 1 et by = 0. La suite (a;)—r<i<k
est supérieure lexicographiquement & la suite (b;)—r<i<k. Par conséquent
d’apres le lemme 3, nous avons n, p et ¢ sont positifs, d’ou z(k) — y(k) €
Z*[a]. De méme, z(k) —y(k) € Z~[o] si c4+k+3 = —1. Il découle du lemme
3 que

m
z(k) —y(k) =+ Z e'iai ot (5i)—s_<_i§m € Nf.
i=—s
Supposons que z(k) = y(k) + Y. _, eic*. D’aprés le lemme 3,
ml

z(k) = Zsa ol (¢;) € Ny et m' > m.

1=—s'

Comme z(k) = o **23% 4,07, le lemme 3 implique que m' = 2, d’ou
m < 2.
Par conséquent

o0 m
Z(bi+k—2 - ai+k_2)ai == Z g, —s <m < 2.

=3 1=—3
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Supposons que Y 22 aiqk—20t =D Cabipoa’ + Y0 €iot, alors

oo m
Za,q.k_ga’: eENE+ Z 6,'ai) o —s<m<2.

=3 i=—8

En vertu de la proposition 2, —s > 0. Ce qui achéve la preuve. O

3.2.1. Construction algorithmique des nombres complezes doubles.

Définition 1. Un nombre compleze est dit double s’il a au moins deuz a-
développements distincts. L’ensemble des nombres complezes doubles est
noté D.

Soient z = .50 ; a0t et y = Y0 ; bia'. Supposons que z = y et
posons pour tout k > —L, A = z(k) — y(k). Donc

A
Agy1 = —&k' + (aks1 — br1)e? (1)

Soit s le plus petit entier tel que as; # bs. D’ou A; = 0 pour tout 7 dans
{-L,---,s — 1} supposons que (as, bs) = (1, 0), alors A; = a?. Compte
tenu de (1), nous avons

a+a® si (@s41,bs41) = (1,0),

— L 2 =
As+1 =a+ (a's+1 b8+1)a { o si (a3+1, b3+1) = (0) 0) ou (lv 1)'

Nous construisons un automate B dont les états sont les éléments de S.

Soient V' et W deux éléments de S. Nous mettons une fleche étiquetée par
(z,y) € {0,1}? et allant de V & W si et seulement si W = £ + (z — y)a®.
Nous prenons 0 pour état initial de I'automate B. C’est ’état ou les deux
a-développements ne sont pas encore distincts.
L’état initial est donc lié 4 I’état o par une fleche d’étiquette (1,0). L’état
a? est lié & D’état o + o? par une fleche d’étiquette (1,0) et & Iétat o
par deux fleches, une d’étiquette (0, 0) et Pautre d’étiquette (1,1). Comme
I’ensemble des états S est fini, nous obtenons un automate fini (fig 4) (pour
tous les états, voir [22]).
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(0,1) 1,00
—_a? 2
1,1 / /(0,0
1,1 \\\ (0,0 a0 | ©0
a,1| |©,0
l (o ) (o 0 |
[ = -
(1,1
(1,0)
©,1) (.0
1t+a 1,0
©,1)
(1,0) o
SEY-4 1+ o?
figure 4

Une conséquence immédiate du théoréeme 1 est le théoréme suivant.

Théoréme 2. Soient (a;)i>—r et (bi)i>—1 deuz éléments distincts de N,
alors 30 _; a0t =332 _; bio* si et seulement si la suite ((a;, b;))i>—1 est
reconnaissable par l’automate B.

Il existe des suites ((a;,b;)); reconnaissables par 1’automate B telles
que (a;); ou (b;); n’appartient pas & N ((a;); ou (b;); contient trois “1”
consécutifs). En enlevant ces suites, on obtient 'automate des nombres
complexes doubles (figure 5).
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(0,1) (1,0)
0,1 (1,0)
[—o? —2 e o ato? [ o* ]
0,0) (1,1) 1,1) (0,0
(0,0) 0,0
[(_a! 0) -1 ¢ )
(1,1
1,0
(0,1)
1+«
(1,0
0,1)
1,0) 0,1
1-a? 1+ a?
figure 5

3.2.2. Nombres complezes triples.

Définition 2. Un nombre compleze est dit triple si et seulement s’il a trois
a-développements différents.

Soient z = 3% a;af, y=Y2_,biat et 2 =Y 22 _; c;a’. Supposons
que T = y = z, puis, posons pour tout entier & supérieur ou égal & —L,

Ay, = z(k) — y(k), By, = y(k) — 2(k), Cx = 2(k) — z(k)

et
Sk = (Alc7 Bk7 Ck)

En vertu du théoréme 1, pour tout k > —L, Si € S3.

Nous définissons un automate C dont les états sont les S;. Deux états
Sk et Sk+1 sont liés par des fleches étiquetées par (ag+1,bg+1,Ck+1). Nous
prenons pour état initial du graphe ’état (0,0,0). En étudiant tous les cas
(voir [22]), nous obtenons un automate C (voir figure 6) et nous avons le
théoréme suivant :
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Théoréme 3. Soient (a;)i>—L, (bi)i>—L et (ci)i>—r trois éléments distincts

de N; alors
o0 o0 o0
Z aiai = Z bt = E cat
t=—L i=—L i=—L
si et seulement si la suite ((ai, i, ;))i>—1 est reconnaissable par l'automate
C (quitte a permuter les suites (a;), (b;) et (c;)).

Remarque. L’automate C est constitué d’une partie centrale qui coincide
avec 'automate B (automate des nombres complexes doubles) et de deux
cycles. Par conséquent, si z =Y 0 _; a;o’ est triple alors la suite (a;)i>—L
est ultimement périodique de période 001 ou 110. Nous en déduisons que
I’ensemble des nombres complexes triples est dénombrable et dense dans C,
et qu’un nombre complexe ne peut pas avoir plus de trois a-développements.

Corollaire 1. L’ensemble D des nombres complezes doubles est mesurable
de mesure nulle.

Preuve. 1l suffit de montrer que ’ensemble D N £ est de mesure nulle.
D’aprés 'automate B, si z appartient & D N £ alors il existe deux en-
tiers n et N, et un nombre complexe 2’ appartenant & Fr(€) tels que ,

z=a" + YN, a;0' ol (a;)3<i<n € Nj. Par conséquent,
DNEC | (@Fr()) + Z[a).
neN

11 suffit donc de montrer que Fr(£) est de mesure nulle.
D’apres le lemme 1, Fr(€) est 'union de trois ensembles 4y, 4; et A, ou

A =EN((E+NDUE+1+a)U(l+a?+a* + %)),
A1 =EN((E+a)U (a+a? +a?€))
“ Az =EN((@® 4+ a?2E) U (o? 4+ o* + 3E) U (@® + o + 03¢)).
Par conséquent
AU’ A Uady CTouZ = (ENE)U(EoNE)U(ENE).
Or A\(&) = |[2HHDIN(E) et |@?] + o] + |e®] =1, donc
X&) + A(&1) + A(&2) = AME) =AU ELUE),

il s’en suit que A(&; N E;) = 0 pour i # 7, d’ou A(I) = 0, ce qui implique
que pour tout ¢ dans {0,1,2}, A\(A;) = 0, ou encore A(Fr(£)) =0. D’ou le
résultat. O
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L’idée de la caractérisation des nombres complexes doubles et triples m’a
été suggérée par la lecture de [12] ou W.J. Gilbert a étudié le fractal du
dragon, c’est-a-dire I’ensemble {312 a,/(~1 +i)" | Vn € N,a,, € {0,1}}
(voir aussi [13], [14]).

Une étude plus détaillée de la frontiére du fractal de Rauzy (entre autre le
calcul de sa dimension de Hausdorff) se trouve dans [23].

4. SYSTEME DYNAMIQUE

4.1. Systeme dynamique symbolique. Nous notons A I’ensemble
{0, 1, 2}. Soit o : A — A* Papplication (substitution) définie par:

o(0) =01, o(1) = 02, o(2) =0.

Nous étendons o en une application de AN dans AN par concaténation, c’est-
a-dire, pour tout (a5 ), € AN, g(aga;-+-ay---) = o(ag)o(ay) - o(ay) -
Nous pouvons montrer que o est contractante pour la métrique naturelle
sur AN, Elle a donc un seul point fixe que ’on notera u = (un)neN-

Nous notons €2 I’adhérence de ’orbite de u par le décalage T : AN — AN qui
a (z,) associe (yn) définie par y, = zn41. Le triplet (R, o, T') est appelé
systéme dynamique symbolique associé & la substitution o (voir [27]).

Soit v € L, (u), nous appelons cylindre I’ensemble [v] = {(an)n € Q,v =
ag--- an_l} .

D’autre part, en utilisant ’algorithme glouton, nous montrons que tout

entier naturel n, s’écrit d’une facon unique comme n = Eﬁ_:, €;1; ou
(€i)3<i<n € Ny (voir par exemple [7] et [10]). Nous construisons une ap-
plication f de €2 dans £ de la fagon suivante :
Si z est un élément de ’orbite de u, £ = T™u, nous lui associons le nombre
complexe Eﬁ?, giot ou n = Z;Li g;T;, puis nous étendons f & (2 de la
maniére suivante : Si z est un élément de 2, il existe une suite d’entiers
n; telle que T™u converge vers z quand ¢ tend vers infini, et par un
raisonnement utilisant la reconnaissabilité de la substitution o (voir [24]),
nous pouvons montrer que f(T™u) converge dans £ vers un complexe que
I’on prend comme image de z, le méme raisonnement montre que f est
continue.

Le lemme suivant [28] donne le lien entre la suite (7;,) et la substitution
o. Pour un cadre plus général, on reffere a [4] et [5].

Lemme 4. Soit n un entier naturel tel que n = Ele Tn;+3 0t (Ni)i1<i<k
une suite d’entiers naturels strictement croissante ne contenant pas trois
nombres consécutifs , alors

u = o™ (0)o™-1(0)--- o™ (0)T"u.
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u, =0 <= n; #0,
En particulier { up, =1 <> n;=0etny >1,
Up =2 <=n;=0etny=1.

Proposition 3. Pour tout z élément de Q, nous avons f(o(z)) = af(z)
et

f(z) +ab si z € [0],
f(Tz)={ f@)+a+a® sizell],
f(z)+a? siz € [2).

Preuve. Puisque f est continue et I'orbite de u est dense dans 2, il suffit
de montrer le résultat pour un point de ’orbite de u.
D’aprés le lemme 4, u = 0™ (0) --- 0™ (0)T™u ot n = Zle Th;+3, donc

O'(U) =u= a-nk+1(0)o.nk_1+1(0) o an1+1(0)U(Tnu);

d’otr f(o(T™u)) = af (T™u). D’autre part : f(T™u) = TN, ei0 = no? +
(pn + Qn)a +ppoun= 211\;3 &L, pp = Zf—l_—:i gili-1 et gn = Ezjis &iTi—2.
De méme f(T™1u) = (n+1)a? + (Pn+1+ gn+1)@+ Pni1, nous devons donc
étudier les cas suivants :
1. Si T™u € [0], alors, d’aprés le lemme 4, n = 2524 gT;. Doncn+1=
T3 + Zﬁ—-4 &;1;.
e Sieyes = 0 alors ppy1 =pn+ 1 et gny1 = gn.
e Sieqes = 1, alorsil existe un entier k > 2 tel quen = 21?:2 (T3i—2+
Tsi-1) + zﬁ:3k+1 €;T; ol e3p+1€3k+2 = 0. Donc n + 1 = Ty +
Zi]iakﬂ &iTi, Aol pny1 =pn + 1 €t gny1 = gn.
D’ ol f(T™1u) = f(T™) + a3
2. Si T™u € [1], alors pni1 = Pn €t gnt1 = g + 1, Aot f(T™ 1) =
f(T"u) + a+ a?.
3. SiT™u € [2], alors pp41 = Pn €t gnt1 = gn. Par conséquent f(T™H1u) =
f(T™u) + 2.
Ce qui achéve la preuve. O

Echange de morceaux. Soit R, 'échange de trois morceaux sur | int(&;)
1=0,1,2

défini par R,(z) = z + o? modulo (Z + Za), c’est-a-dire

z+ad si z € int(&),
Ro(2) ={ z+a+a? size€int(&),
z+a? si z € int(&7).

Alors pour tout z € £, tel que f(z) € ;¢ » int(€;), nous avons :

f(Tz) = Rq o f(z).
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L’application f ne peut pas étre injective, car sinon, f serait un isomor-
phisme topologique. Ce qui est impossible, car {2 est un compact totalement
discontinu, par contre £ est un compact connexe. On peut donc se deman-
der quels sont les points ou f n’est pas injective. Pour répondre & cette
question, nous avons besoin du lemme 5.

Remarque (voir [1]): La suite u = (u,) vérifie la propriété suivante : pour
tout entier n, tout mot v € L,(u) est prolongeable d’une facon unique &
droite sauf un seul mot qui est tri-prolongeable & droite.

Lemme 5. Soit v; ---v, un élément de L,(u) tri-prolongeable & droite,
alors il existe wy---ws un élément de Ly(u) tri-prolongeable & droite tel
que

[vl . vni] = le ([wl . wszi])
ot Gy = 0, G1 = To?, Gy = ToTo?, i € {0,1,2}, et les x; sont trois
éléments distincts de A.

Ce lemme a été initialemment prouvé dans [29], mais pour plus de clarté,
nous allons donner la démonstration.

Preuve. Nous avons trois cas a étudier :

Cas 1. v = 0.

Puisque u est le point fixe de o et o(a) commence par 0, pour tout a €
{0,1,2}, il existe w; -+ - ws un élément de L,(u) tri-prolongeable & droite
tel que Qug - --v,1 = o(wy - - - ws0),009 - - - 2 = o(wy - - - wsl) Ovg -+ v, 0 =
o(w; - - - ws2)0. Cela implique que [Qvz - - - v,1] = o([wy - - - w;0]), [Ova - - - V2]
= o([wy - - - wsl]) et [Ovy - - - v,0] = o([wr - - - ws2]). O

Nous considérons les fonctions deC dansC définies par: fo: 24— az, f1:
z+ a®+a’zet fo: 2+ a®+0a*+032. Nous avons f;(€) = f([i]) pour tout
i € {0,1,2}. Plus généralement, en utilisant la proposition 3 et le lemme
5, nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 2. Soit vy ---v, un élément de Lp(u). Il exziste 4i,...,1, des
éléments de {0,1,2} ou r < n, tels que f([v1---vp]) = fi, 00 fi (€)-
Si, de plus, vy---v, est tri-prolongeable a droite, alors pour tout j €
{0, 17152}’]‘([”1 T Unj]) = f‘il 0---0 fir ° fnj(£)7 ot n; € {0) 1a2} et nj # n;
si1#7j.

Définition Soit z un nombre complexe. Nous dirons que z a un a-dévelop-
pement dans £ s’il existe une suite (a;)i>3 € N tel que z = 3 25 a0,

Remarque. Un nombre complexe, ayant au moins deux a-développements
distincts dans £ appartient & DNE. Un nombre complexe appartenant & DN
int(£) a au moins deux a-développements distincts dans £. Par contre un
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élément de Fr(€) n’a pas nécessairement deux a-développements distincts
dans £. Exemple : —a?, car —a? € EN(E+a) N (€ + 1+ a).

Proposition 4. L’application f est injective sauf sur l’image réciproque
des nombres complezes ayant au moins deuz a-développements dans £.

Preuve. Soient V et W deux éléments distincts de ( tels que f(V) = f(W).
Soit v le plus grand préfixe commun de V et W (v est éventuellement le
mot vide). Nous avons donc

f(V) € f([va]) N £([vd])
oua,b € {0,1,2} et a # b. En utilisant le corollaire précédent, nous dédui-
sons que f(V) a au moins deux a-développements distincts dans £.
Par ailleurs, soit z un nombre complexe ayant au moins deux a-développe-
ments dans £, alors il existe 43, ...,%r, 71 €t ng dans {0,1,2}, n; # ng tels
que
z2€ fyyo-ofi ofn(E)Nfiyo---ofi ofn,(E)

ou encore
z € f(Gil 0---Gj, 0 Gnl(Q)) n f(Gil 0---Gj 0 an(Q))’
ou les G; sont les trois applications définies dans le lemme 5. Par conséquent,

il existe V' et W deux éléments distincts de 2 tels que f(V) = f(W) =
2. O

Proposition 5. L’mage réciprogue par f de l’ensemble des nombres com-
plezes ayant au moins deuz a-développements distincts dans € est de mesure
nulle.

Preuve. il suffit de montrer que m(f~1(D N E)) = 0, ot m est la seule

mesure invariante de 2 (mesure des fréquences des mots).

Nous allons montrer qu'’il existe un réel k¥ > 0 tel que m(f~1(B)) = kxA(B)

pour tout B C £ mesurable, A étant la mesure de Lebesgue sur C.

Pour cela, il suffit de le prouver pour les cylindres. Puisque o est primitive,
m([0])

d’apres [27] (page 100), | m([1]) | est le vecteur propre normalisé associé

m([2])
a la valeur propre dominante de la matrice de la substitution o, c’est-a-dire
1 11
M=]1 0 0 |.Comme la valeur propre dominante de M est %, nous
010

déduisons que m([i]) = 6**!, pour tout i € {0,1,2}. En outre, § = |a?| et
pour tout i € {0,1,2}, f([¢]) = &;. Par conséquent A(f([])) = k x m([¢]) ou
k= X&)

Prouvons par récurrence sur n que pour tout v; - - - v, € Ly (u),

A(f([vr---va])) =k x m([vg - - - vn)).
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Supposons la propriété vraie & ’ordre n.
Nous pouvons supposer que [v; - - Unt1] # [v1° - vp]. D’apres le lemme
5, nous avons trois cas & étudier :
1- Si [v1 -+ vp41]) = o([wy -+ - ws]) alors d’apreés [27] (proposition VI.9),
nous avons
m(for -+ vasa]) = 8 x m((uwy - wy)),

. 2
d'ott m(for -+ vpta]) = 5 X A(F(fwr -+ wy))) = £ x M(f([v1 -+ vnt1))-
De méme, nous montrons le résultat dans les cas ou [vi:--vp41] =

Gy, ([wy - - -ws)), Gy, = To? ou ToTo?. O

Notons par p la projection de £ dans C/Z + Za ~ T? et R la rotation
d’angle o? sur le tore T2.

Proposition 6. L’application p o f est une semi-conjugaison topologique
entre le systéme dynamique symboliqgue (,T) et le systéme dynamique
(T?, R).

Remarque. Ce résultat a été prouvé par G. Rauzy (voir [28]). Ce qui est
nouveau est que nous avons caractérisé les points ol I’application po f n’est
pas injective (nous pouvons facilement montrer que c’est I'image réciproque
de DNE) , ce qui nous permet d’obtenir la proposition suivante.

Proposition 7. L’application po f est un isomorphisme métrique entre le
systéme dynamique mesurable (2, T, m) et le systéme dynamique (T2, R, \);
et elle vérifie

Card(po f)7'(z) <3
pour tout élément z de T2.

4.2. Systéme adique. Les systémes adiques ont été introduits par A.M.
Vershik (voir [34]) pour donner une représentation des C*-algébres. Ils sont
aussi liés aux représentations symboliques des systémes dynamiques.

Soit (A;)ien une suite d’ensembles finis et ordonnés, A; = {ai1,: - ain; }
et soit (M;);eN une suite de matrices d’ordre n; x n;;; formées de 0 et 1,
M; = (mj-k), 1< j<n;etl<k<n;. Nous notons par ¥ ’ensemble des
suites (Zn)neN € [I,en An telles que z; = a;; et Tip1 = @415 => M}y =
En munissant [,y Ai de la topologie produit des topologies discrétes, 3
est un compact appelé “Markov compactum”. Nous définissons un ordre
partiel < sur ¥ de la maniére suivante :

(zn) < (yn) <= 3ng € N2y, < yYn, €t VR > ng, Tp, = Yp.

Nous appelons transformation adique la fonction S qui & (z,) associe son
successeur par < s’il existe. Le couple (X, S) est appelé systéme adique.

Remarques. La fonction S est définie sur ¥ — M ou M est ’ensemble
des éléments maximaux de ¥ pour la relation < . Nous prolongons S 4 %,
en posant S(z) = 0 pour tout z € M.
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Il existe un lien étroit avec la notion de G-adic Machine que ’on appelle
aussi G-odométre (introduite dans [11] pour comprendre les propriétés dy-
namiques de G), ol G = (Gp)neN est une suite strictement croissante
d’entiers naturels.

Quand pour tout entier n, A, = A et M, = M, le couple (%, S) est dit
systéme adique stationnaire. Dans le cas o M = (M;;)o<i j<n—1 €St primi-
tive, il existe une unique mesure de probabilité . p x invariante par la trans-
formation adique ; pp, n est la mesure markovienne ot P = (P;)o<i<n—1 €st
le vecteur propre normalisé associé a la valeur propre dominante v de la
matrice M et N = (cij)o<i,j<n—1 OU Cij = M;‘ﬁg’- (voir [34], lemme 1.1).
Cette mesure est équivalente a la mesure d’entropie maximale du systéme
markovien (X, 7).

Un lien avec les substitutions est donné par un théoréme de A. N. Livshits
(voir [21]) qui dit que tout systéme adique stationnaire est métriquement
isomorphe & un systéme de substitution primitive.

L’un des premiers exemples connus est le systéme adique stationnaire

associé 3 la matrice ( } } ) . Il correspond au groupe additif (Z2, +) des

entiers 2-adiques. La transformation adique correspond & I’addition de 1
dans Zj (odomeétre).
Un autre exemple est le systéeme adique stationnaire associé & la matrice

carrée d’ordre n,

OO =
O = O =
-0 O M=
OO OO ==

S
o
[y

Dans [31], B. Solomyak a étudié le spectre de I’'opérateur unitaire associé
a la transformation adique associée a ce systéme adique. Il a montré que
le spectre est un groupe purement discret, plus précisément de la forme
exp(2i7G) ou G est le sous-groupe libre de R engendré par les (6;)?, i €
{0,- - - k} ot 1/6y est la racine réelle supérieure & 1 (nombre de Pisot réel) du
polynéme z*¥+1 —zF —...— 2z —1. Or d’apres le théoréme de J. Von Neumann
(voir [15], page 46), deux automorphismes, avec le méme spectre purement
discret, sont métriquement isomorphes. Par conséquent, le systéme adique
stationnaire qui provient de la matrice définie ci-dessus est métriquement
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Ok
(6r)®

isomorphe 4 la translation de vecteur sur le tore T*. Néanmoins,

(6x)*
la méthode spectrale ne donne pas explicitement 1’isomorphisme.

Dans cette partie, nous nous proposons de donner une autre démonstra-
tion du résultat de B. Solomyak. Dans cette preuve, nous construirons ex-
plicitement I'isomorphisme, ce qui nous permettra de généraliser le résultat
de Vershik, cité précédemment.

4.3. Construction de I’isomorphisme métrique. Nous allons donner
la preuve dans le cas k = 3. Posons pour tout entier i, A; = A = {0,1,2} et

1 11
Mi=M=| 1 0 0 |.LeMarkov compactum associé est ’ensemble
010

des suites (Tp)nenN éléments de {0,1,2}N tels que zxxry; & {20,11,12,22},
pour tout kK € N,

7]
Nous munissons ¥ de la mesure markovienne pupy ou P = 02 et
03
0 0% 63
N=]1 0 0 |]. Cestlaseule mesure sur ¥ invariante par la trans-
01 O

formation adique [34).

Topologie sur N. Soit n un entier naturel, 'écriture de n en base (Tk)

comme n = ZiN=0 €iT;+3, ou (&;) € Ny, induit une injection naturelle notée

i de N dans {0, 1}N par i(n) = gg - - - e50%°. Définissons la distance d sur N
. M N

par: sin= Zf;o eiliy3, m =Y ;-0 €iLit3 ou (&), (€]) € Ny alors

e~ min{keN | er#er}l  sin #m,

dnym) = { §

sinon .

Soit N le complété de N pour la topologie associée 4 la distance d.

+00
N= {Z €iliy3 | (6i) € N}
=0
Munissons N de ’ordre partiel <’ défini par :

+o00o +00
' . !
Z&,'TH_:; < ZEQTH.;; < JkeNe <g etVi>k, g =c¢;.

=0 1=0
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Nous considérons I’application s de N qui & un élément de N associe son
successeur s’il existe, et ’entier 0 sinon.
Remarque. L’application s est une extension de I’application sur N, qui
4 un entier n, associe ’entier n + 1.
—_ +o0
Soit g I’application de ¥ dans N, qui & la suite (2,)n>0 associe Y e,Tp+3

n=0
définie par €, = 1 si z, = 1 ou 2 et &, = 0 si z,, = 0, alors, nous avons le

lemme suivant.

Lemme 6. L’application g de (X, <) dans (N, <') est bijective et conserve
Dordre.

Preuve. Soient (zn) et (y,) deux éléments distincts de T tels que g((z,)) =
9((yn))- Soit k = min{n € N,z, # yn}. Nous pouvons supposer que z; = 1
et yr = 2. Donc d’apres la définition de X, zx4+; = 0, d’ol yx4+; = 0. Par
conséquent yxyx+1 = 20, ce qui est impossible. D’ou g est injective.
Soient E;:gg, €nTn+3 appartenant 3 N et (an)nen I’ élément de AN défini

par :

a, =0 sieg, =0,

an=1 siepz=1etepy1 =0,

a, =2 siegz=1leteypy;=1.

Dans (ap)n, 72" est toujours suivi de ”1” et ”1” de ”0” d’out (ap)n € T et
9((an)n) = 320 €nTn+3. Donc g est surjective.

L’application g conserve l'ordre car si (z,) < (yn) alors il existe k €
N,z < yi et pour tout n > k, z, = yp. Donc, si zx = 0 alors g(z,) <’
9(Yn), et si zx = 1 et yx = 2, alors T3 = yYr41 = 0, donc yryr41 = 20, ce
qui est impossible. O

Remarque: Le systéme (N,<') a trois points maximaux de la forme
S0 €nTnya Ol (€4) appartient 3 Pensemble {(110)®, (101)®, (011)*},
nous en déduisons que (X, <) a aussi trois points maximaux qui sont :
(210)°°, (102)°°, (021)°°.

Nous considérons I’application h de N dans £ telle que h(Z:;‘(’, enTnt3) =
S0 enat3. D’apres ce qui précéde, la restriction de h & N—hA~1(DNE)
est injective (D étant I’ensemble des nombres complexes doubles de C).
D’autre part, la relation

+o00 +o00
ho S(Z 5nTn+3) =Ryo0 h(z enTnt3) (1)

n=0 n=0

est vraie sauf si h(320 e, T} 43) € Ui=o,1,2 Fr(&:)-
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En effet, en vertu de la proposition 3, la relation est vraie si (e,) € i(N).
Comme h et s sont des applications continues et R, est continue sur £ —
Ui=0,1,2 Fr(£:), nous avons le résultat.

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4. Le systéme adique (X, S, pp ) est métriqguement isomorphe
au systéme dynamique (T2, R, )).

Preuve. Soit p la projection de £ dans T2. L’application pohog de & —
(pohog) l(p(DNE)) dans T? — p(D N €) est bijective. En outre

peN((Pohog) " (p(DNE))) =0

car pup, N est proportionnelle & la mesure préimage de la mesure de Lebesgue
par l'application po hog.

En utilisant la relation (1) et le lemme 6, la relation p o h o g(S(z,)) =
R(pohog(zy,)) est vraie pour tout (z,,) élément de ¥ (R étant la rotation
d’angle o? sur le tore T?). O

Espace quotient. Considérons la relation d’équivalence sur ¥ définie par :

(zn) ~ (yn) <= pohog((zn)) =pohog((yn))-

La relation ~ étant stable par 'application S, nous pouvons définir un
systéme dynamique topologique (X/ ~,5) par : S((zn)) = S((zn)) ou
(2n),, est la classe d’équivalence de (). Définissons I'application f’ de
¥/ ~ dans T? par :

f'((za)) = pohog((zn)).
Puisque ’application f’ est bijective, continue et ¥/ ~ est compact pour
le topologie quotient, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 5. Le systéme dynamique ($/ ~,S) est topologiguement iso-
morphe au systéme dynamique (T2, R).

Généralisation. Une généralisation directe du fractal de Rauzy aux di-
mensions supérieures est le k-fractal de Rauzy, noté ) ou k > 2.
Nous avons £y = {2 eiB,’;Z(gk) | Vi € Ng; € {0,1},¢€; -+ €545 = 0},
0 —1
0

ou Z('f = et By = (bij)o<i,j<k—1 la matrice carrée d’ordre k,

gk
k . .
définie par b;1; =1 — 012 et bij = -6+ si jFiI+ 1L
L’ensemble £, a la propriété d’étre un compact connexe de RF, & interieur

simplement connexe et a frontiere fractale. Il induit un pavage périodique
de R* modulo Z*.
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Nous pouvons montrer que le systéme dynamique symbolique (2(k), o, T)
associé & la substitution de la forme of, k > 2, définie par : ox(0) =
01, ox(1) =02,--- ,0k(k — 1) = 0k et ox(k) = 0 est métriquement isomor-

O
(6x)°

phe (par une application @) a la translation de vecteur sur le tore

(6)*
Tk. L’application ¢ est injective sur (k) — ¢~1(M) ot M est 'ensemble
des points de £) ayant des développements impropres en base BkZék).
L’ensemble M est de mesure nulle, car les régions ¢([3]), i € {0, -k — 1},
induisent un pavage auto-similaire de R* (par construction) et dans ce cas,
d’aprés une proposition de B. Praggastis (voir [26] , prop 1-6), nous avons
AUi=o,... k—1(Fr(#([i])))) = 0 ou encore A(¢([i]) N ¢([5])) = 0 pour i # j,
oit \ est la mesure de Lebesgue sur R.
D’autre part, soit M}, la matrice carrée d’ordre k& définie par

e OO
O = O
OO M
OO0 OO0 K

0 --- 1

o
o -

Soit (Z(x), S(x), #P;,N,) le systeme adique stationnaire associé, alors il est
O

- . \ . (6x)*

métriquement isomorphe 3 la translation de vecteur . sur le tore
(6x)*

T*.
L’isomorphisme métrique étant 'application qui & une suite (an) € X,
associe le point E;‘i‘(’) enB}'LZék) oue,=0sia,=0ete, =1sia, #0.

5. EXTENSION NATURELLE ET PARTITIONS DE MARKOV.

Dans cette section, nous allons donner un codage markovien pour ’auto-

111
morphisme hyperbolique du tore T associé 4 lamatrice M = | 1 0 0 ) .
010
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Notons Z ’ensemble des suites (&;)icz dans {0,1}% telles que pour tout
entier ¢ on a €;€;41€;4+2 = 0. Considérons I'ensemble

+00 +00
C={_ e i) | (&) € 2}.
=0 =1

En identifiant C & R?, C est considéré comme un sous-ensemble de R3, et
nous avons la proposition suivante.

Proposition 8. L’ensemble C est l'union des trois cylindres Cy, C1 et Cay
de base &y, &, et £ et de hauteurs B3, 5% + B et 52

Preuve. Soit (g;)iez dans Z. Supposons que go = 0, alors ¢; € {0,1},
d’ou la suite (g;)i>1 est un élément arbitraire de 1’ensemble N (défini
ultérieurement). Or, nous avons

+o00
D e | (1) e N} =1[0,5%.
i=1

Nous obtenons dans ce cas, le cylindre Cy de base & = af et de hauteur

B
De méme, suivant que g = 1, €37 = 0 ou g = £_; = 1, nous obtenons
respectivement les deux cylindres C; et Cs. O

Proposition 9. L’ensemble C induit un pavage périodique de R® modulo
le réseau de base eg = (—a?,3%), e1 = (—a—a?,B+(?) et ey = (—a?, 3?).

Preuve. Posons a = a + b, a,b € R. Le volume de la maille du réseau est
det(eg, €1, e2). En développant les calculs, nous obtenons

det(eg, e1,€2) = det((—0?, %), (—e, B), (—a?, %))
= det((_l’ 07 1)? (—av _b, :8)’ (—reel(az), _Im(a2)a :82))
= bB% —2abB + a?b+ b3

Par ailleurs, le volume du cylindre C est 3%b|a?| + (8% + B)bla?| + B%b|a®).
Comme |a?| = 1/B, le volume de C est b3? + b + 2b/3. Nous pouvons
montrer assez facilement que le volume de C est égal au volume de la maille
du réseau. Pour avoir la proposition, il suffit donc de montrer que int(C)
est disjoint avec ses translatés par les vecteurs du réseau.

Or, cela est vrai car & est l'intersection de £ par son translaté par —a3,
de méme &; pour —a — a? et £ pour —o?. O

Application de la matrice M. Soit ’espace R® muni de la base (eg, €1, e2)
et h' Papplication linéaire définie par h'(ep) = eg + €1, h'(e1) = ep + €3 et

1
h'(e2) = ep. La matrice associée a h' est M = 0 0 |.On adonc,
10
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Mey = (—a?, %), Me; = (—a® — o2, 3% + 3°) et Mey = (—a?, 3%). Nous
en déduisons que pour tout (&;)iez dans Z, on a

+00 ) +00 ] +o00 . +oo )
M(Z E_,'Ot1'+3, Z 6i,3-z+3) — (a Z s_ia’+3, ,3 Z 85,3-1_'-3).
1 1

Par conséquent, le cylindre Cy est remplacé par le cylindre de base o2&
et de hauteur 3%, le cylindre Cy, par le cylindre de base a* + o3& et de
hauteur 8% + 32 et le cylindre Cs, par le cylindre de base o + o® + o4&
et de hauteur 33. Ce qui implique que la multiplication par la matrice M
consiste & poser les cylindres C; et Co, avec les identifications naturelles au-
dessus du cylindre Cy. Le nouvel ensemble obtenu, c’est-a-dire MC induit
un pavage périodique de R®. L’application linéaire h’ conserve le réseau
de base (eg,e1,e2), donc en passant au quotient, la matrice M induit un
automorphisme hyperbolique du tore T3. Nous pouvons montrer que les
cylindres Cp, C; et Cy constituent les partitions de Markov pour cet auto-
morphisme.

Munissons, maintenant ’ensemble Z = {(&;)icz | Vk € Z, (¢;) € N'} du
shift T défini par : T'(z;) = (zi+1) pour tout (z;) dans Z et de I'unique
mesure d’entropie maximale, u', alors nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 6. Le systéme dynamique (T%,M,)) () étant la mesure de
Lebesgue sur T3) est métriquement isomorphe au systéme dynamique sym-
boligue (Z,T, ') par l’application

n:Z e T8 (6)icz = (5% e—iai3, 3% e;37+%). En plus 1 est
continue.

Preuve. Pour tout (¢;);cz dans Z, nous avons

T +00
n(T(e) = nlleir)) = (Z 5—i+1ai+3, Z 5i+1ﬂ—i+3)

=0 =1

“+o00 ) +00 .
— —81(-—a3,'l’]3) +M(Z e_iaz+3,zgiﬂ—z+3)_
1

=0 =

Puisque (—a?, %) est un vecteur du réseau, sur le tore T3, nous avons
n(T (e:)) = M o n((&i)).

Par ailleurs, 7 est surjective et continue par construction, et nous pouvons

montrer que la mesure A est 'image par 7 de la mesure d’entropie maximale
!

u.
D’autre part, 'application 7 est injective sur I’image réciproque (par n)
de I’ensemble T2 — ((D N &) x Fin(B)) (Fin(B) étant 'ensemble des réels
ayant un [-développement fini). L’ensemble Fin(8) est dénombrable, et
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I’ensemble D N £ est de mesure nulle. Par conséquent 7 est injective sauf
sur un ensemble de mesure nulle. O
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