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Minorations pour les mesures de Mahler de
certains polynémes particuliers

par LAURENTIU PANAITOPOL

RESUME. Dans cet article nous donnons des minorations de la
mesure de Mahler des polynémes totalement positifs et totalement
réels. Ces résultats sont supérieurs a ceux obtenus par A. Schinzel,
M. J. Bertin et V. Flammang.

ABSTRACT. In this note, we give lower bounds of the Mahler
measure of totally positive and totally real polynomials. These
bounds supersed previous results due to A. Schinzel, M. J. Bertin
and V. Flammang

1. INTRODUCTION

Soit P = agz? + -+ +aq = ag(x — aq)(z — a3)...(z — ag), agaq #
0, P # z un polynome & coeflicients complexes. La mesure de Mahler de
P se définit par :

d
M(P) = Jag| ] max(1, o))
=1

La mesure de Mahler d’un nombre algébrique a non nul est la mesure de
Mahler de son polynéme minimal P dans Z[X].

Dans cet article nous ferons référence aux polynomes totalement positifs
(i.e. dont toutes les racines sont réelles positives) et totalement réels (i.e.
dont toutes les racines sont réelles).

Dans [2], V. Flammang démontre les résultats suivants :

Théoréme 1. Soit P € R[X], de degré d > 1, unitaire, totalement positif,
non divisible par x et © — 1 et tel que |P(1)| > 1. Alors

M(P)5 > 1+4/4|P(0)|4 + 1.

2

Manuscrit regu le 15 février 1999.
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Théoréme 2. Soit P € R[X], de degré d > 1, unitaire, totalement réel,
non divisible par ¢,z — 1,z + 1 et tel que |P(£1)| > 1. Alors

M(P)% 1+\/4|P(0)|5+1.

2

V. Flammang montre que ces résultats obtenus sont meilleurs que ceux
prouvés par A. Schinzel et M. J. Bertin dans {1]. Pour un entier algébrique
a , V. Flammang prouve que

Lt UPOIE 4L (1+\/_>|N(..)|—a J1+vE

2 2

Des inégalités similaires ont toujours lieu pour un entier algébrique o
totalement réel (a # 0,1,—1). Dans ce quit suit, nous donnerons une
démonstration plus simple pour les théorémes de V. Flammang et nous
obtiendrons d’autres résultats.

Toutes nos démonstrations s’appuient sur une inégalité qui sera appliquée
pour différentes valeurs données aux variables.

Proposition. Si a;,b; > 0 pour i =1,2,...,n alors

(1) Yajaz...a, + Vblbz ...by < {‘/(al + bl)(az + bz) e (an + bn)

Ce résultat s’obtient en appliquant l'inégalité entre la moyenne a.rithmé—

b
tique et la moyenne géométrique aux nombres —2i— & +b vaamt = 1,2,.
L’égalité a lieu dans le cas P = $2 = 2o
by T by T bn

Pour simplifier I’écriture, on va noter :
Iaﬂ! =a 7é Oa ladl =b 7é 07 IP(l)l =D, |P(_1)| =4q, IP(Z)| =T,
M(P) = M.
Nous allons prouver :

Théoréme 3. Soit P € IR[X] de degré d > 1, totalement positif, b > 0,p >
0 et soit k le nombre des racines de P supérieures a 1. Alors, pour tout
k,1 <k <d-1 on a linégalité :

1\ k 1y d-k
<M 1—(i)i 1— (2
P> M M
Nous déduisons tout de suite :
Conséquence. On a :
M%>a%+p% et Md-k > pd-k 4 pd-*
pour tout 1 <k <d-1.
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Théoréme 4. Soit P € RR[X], de degré d > 1, totalement réel, b,p,q > 0
et k le nombre des racines ayant un module supérieur ¢ 1. Alors pour tout
1<k<d-1lona:

pg < M? (1_(%)%>’°(1_ (K,Ib—z)az_"y—

D’ici il vient :
Conséquence On a :

2
M% > ak + (pg)* et Mffz(ﬁjdk+@wﬁﬁ

Théoréme 5. Soit P € R[X], de degré d > 1 totalement positif et tel que
b,p > 0. Alors

Théoréme 6. Soit P € R[X], de degré d > 1 totalement réel tel que
b,p,q,r > 0. Alors

1
Miy POitr
2. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 1, 2, 3 ET 4

2.1 Soit P un polynéme totalement positif. On a :
ap2ag 2 2ap>1>a0m 20> ag
Il s’ensuit que

M =aajoy - - oy, p=a(a; —1)-- (g —1)(1 — ag41) - (1 — aq),
) (- L) (1oAY 1 — ) (- aa)
p= o o k+1 d).
Nous appliquons 'inégalité (1) pour
1
a=1-—i=12..k @=l-oa,i=k+Lk+2....d
i
et bj=1-a;1=12,...,d
En tenant toujours compte de (2) nous obtenons
1

1 F
(ﬂ)d_*_ ak+1---ad) <1,

donc
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et

) i pi + 4/pt + 4(ab)d

2 )

ce qui justifie ’énoncé du théoréme 1.
En appliquant encore une fois 'inégalité (1) pour les valeurs

a1,as,---,0k,b1,ba,...,b; nous obtenons
k i\ k
1 a\i%
- 1)< (- ()
g( a,-) ( M

alors que pour les valeurs a.1,...,a4,bg+1,. - -,bq nous obtenons
d

b ﬁ d—k
i=];!i-l(1 B ai) = (1 B <_M-) ) .

En tenant compte de (2) le théoréme 3 se déduit immédiatement.

2.2 Soit P un polyndéme totalement réel. On a :
o] > ... o > 12 |ogqa| 2 -+ > |ag]

Soit @ = boz? + ... + by tel que Q(z?) = P(x)P(—z). Ce polynome
a les racines a?,a?,... ,a2, donc il est totalement positif. On déduit :
lbo| = a?, |aq} = b2, |Q(1)| = pg, M(Q) = M?Z, et la relation (3) devient :

(4) Mi >

ce qui justifie ’énoncé du théoréme 2.
En appliquant le théoréme 3 au polynéme @) on obtient la conclusion du
théoréme 4.

3. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 5 ET 6

31 Onaoy > az > -+ > a > 1> agy1 > ag. Dans P'inégalité (1) nous
mettons

1 i . .
a; = :'al, bizg—g—l pour i =1,2,...,k
T

a;i=1+a;, bj=1—qa; pouri=k+1,k+2,...,d
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et nous obtenons

((1+a1)~--(1+ak)(1+ak+1)---(1+ad))%+
P

((al—1)---(ak—1)(1-ak+1)---(1—ad)>% <2

a1a2 .o -ak

et, par conséquent,

Al
Al
A=

(5) pd +qd < 2Md,

3.2 Ona |og|>ag| > >og| > 1> |agsa| >+ > |adl-
Utilisant le polynéme @ défini auparavant, on obtient :

1Q(-1)| = |PG)P(=4)| = .
En appliquant le théoréme 5 au polynéme @Q on obtient
(6) ri +(pg)i < 2M4

qui est la conclusion du théoréme 6.

4. COMPARAISON DES RESULTATS OBTENUS

Nous ferons référence seulement aux polynoémes totalement positifs car
dans le cas de ceux totalement réels, le raisonnement est analogue.

4.1 Nous montrerons que le théoréme 1 peut étre déduit du théoréme 3.
Tout d’abord, soit 1 < k <d - 1.
1 1
On pose a; = 1 — (—l“‘z)"pour i =1,...,k,a; = 1— (%)d"‘ pour
i=k+1,...,d,et b =1—a; pour i =1,...,d. On applique I'inégalité (1)

et on obtient
d—k

(-G (- ()7) ()

ce qui, en conjonction avec le théoréme 3 donne 'inégalité

d’ou la conclusion du théoréme 1 pour 1 < k <d-—1. Le cas k = 0 est
impossible. Lorsque ¥k = d on a M = b et on déduit de (1) que b/d >
14+ ptd > 9 . “ %A tiia pl/d 1+4/4b1/d 41 ..

P > 2, ce qui entraine l'inégalité b*/¢ > ——=—— . Ainsi, le
théoréme 1 est completement prouvé.
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4.2 Nous montrerons que le résultat du théoréme 5 est supérieur a celui du
théoréme 1 ce qui revient a

p% +q5 S p% + \/p% +4(ab)%
2 - 2
c’est a dire : ) \ ,
qd > pd + 4(ab)d
ou encore
d i d i d d
[Ha-a)?| +{[J¢e) ] <(]]Q+a)?
i=1 =1 =1

ce qui provient de 'inégalité (1) en posant a; = (1 — a;)? et b; = 4a; pour
i=1,2,...,d

4.3 Deux exemples vont nous montrer que les théorémes sont, suivant les
circonstances, 1’'un supérieur a ’'autre.

Pour a > 0 nous considerons le polynéme : f(z) = (z — a)*(z —
Dans ce cas le théoréme 5 nous donne une minoration optimale, car

1\d—k
)

11
pd +qd
—
Pour f(z) = (z — 2)°(z — ) la conséquence du théoréme 3 nous donne

la minoration M > 485,8 pendant que du théoréme 5 nous obtenons un
résultat plus faible, notamment M > 473, 5.

M =
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