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Groupes de Rhin-Viola et intégrales multiples

par STEPHANE FISCHLER

RESUME. Ce texte donne une nouvelle présentation, et une géné-
ralisation, des groupes qui apparaissent dans les travaux de Rhin-
Viola ([8], [9]) sur les mesures d’irrationalité de ¢(2) et {(3). D’une
part, on interpréte ces groupes comme des groupes d’automor-
phismes, ce qui permet de déduire chacune des relations entre
intégrales utilisées par Rhin-Viola d’un changement de variables.
D’autre part, on considére plusieurs familles d’intégrales n-uples,
et on montre que chacune d’elles est munie d’une action de groupe
comme dans les travaux de Rhin-Viola. De plus, les valeurs de ces
intégrales sont (conjecturalement, pour certaines) des formes li-
néaires, sur le corps des rationnels, en les polyzétas de poids au
plus n. Ces familles englobent beaucoup d’intégrales qui sont ap-
parues dans I’étude des valeurs de { aux entiers. On exhibe un
changement de variables entre deux de ces familles, qui permet de
relier les approches de Beukers, Rhin-Viola, Vasilenko, Vasilyev
d’une part, Sorokin et Rivoal d’autre part.

ABSTRACT. This paper gives a new presentation, and a generali-
zation, of the group structures in Rhin-Viola’s work ([8], [9]) on
irrationality measures of {(2) and {(3). On the one hand, these
groups are seen as automorphism groups, which makes it possible
to prove all relations between Rhin-Viola integrals using changes
of variables. On the other hand, several families of n-dimensional
integrals are considered, and each of them is shown to be equipped
with a group action in the same fashion as in Rhin-Viola’s work.
Moreover, the values of these integrals are (sometimes conjectu-
rally) linear forms, over the rationals, in multiple zeta values of
weight at most n. Among these families lie many integrals that
have appeared in the study of the values of ¢ at integer points. A
change of variables is given between two of these families, which
connects the approach of Beukers, Rhin-Viola, Vasilenko, Vasilyev
to that of Sorokin and Rivoal.

Les meilleures mesures d’irrationalité de {(2) et ¢{(3) connues a ce jour
sont dues & Rhin et Viola ([8], [9]) :

1(¢(2)) < 5.441243 et u(¢(3)) < 5-513891.

Manuscrit regu le 5 juin 2002.
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Pour les obtenir, Rhin et Viola utilisent une famille d’intégrales doubles
pour {(2) :

(1) / /1 ah(1 - z)iyk(1 - y) dzdy

(1-zy)iti-t  1-azy’

et triples pour ¢(3) :
Lzh(1 - 2)'y*(1 —y)%27(1 — 2)? dzdydz
I R e T
avec jt+q=1+s.

Le point clef de leur méthode est la présence d’un groupe de transformations
sur les paramétres entiers h, 1, j, k,l (respectivement h, j,k,l,m,q,r, s, avec
m = k +r — h) qui multiplient l'intégrale par un facteur rationnel. L’étude
de la valuation p-adique de ce facteur rationnel (qui est un quotient de
produits de factorielles) permet d’obtenir un meilleur dénominateur pour
les coefficients de la forme linéaire sur Q en 1 et {(2) (respectivement {(3))
qu’est cette intégrale.

Dans les deux premiéres parties de ce texte, on construit une sous-variété
V de R? (avec p = 5 pour {(2) et p = 6 pour {(3)), un ouvert 2 de V (pour
la topologie réelle), et une forme différentielle w tels que les intégrales (1)
et (2) s’écrivent sous la forme :

J(a1,...,0p) = / ... zpw.
Q

L’invariance de (1) et (2) par le groupe diédral Dy (avec k = 5 pour {(2)
et k = 8 pour ((3)) correspond alors & une action sur V de ce groupe. Ces
constructions sont analogues a celle que Pierre Cartier avait mentionnée,
dans le cas de ¢(2), a la fin de son exposé aux douziémes Rencontres Arith-
métiques de Caen (en juin 2001). La nouveauté (en plus du cas de ¢(3)) est
que le groupe de Rhin-Viola tout entier s’interpréte comme groupe d’auto-
morphismes de 2 x U, en posant

U= {(tl,...,tk) G]O,l[k,t1+... +i = 1}.

On démontre ainsi toutes les égalités entre intégrales a partir d’automor-
phismes, dans I’esprit de la “philosophie des périodes” [7].

Un autre objectif de ce texte est d’étudier, avec autant de généralité que
possible, des familles d’intégrales dont certains cas particuliers apparaissent
dans les travaux récents sur l'irrationalité ou l'indépendance linéaire de
valeurs de la fonction ¢ aux entiers. Le point central est la recherche de
changements de variables non triviaux; ceci fournit des analogues, pour
des intégrales n-uples, des situations considérées par Rhin et Viola pour
n = 2 et n = 3. Toutes les intégrales n-uples qui apparaissent dans ce texte
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sont (conjecturalement, pour certaines) des formes linéaires sur Q en les
polyzétas de poids au plus n.

Une premiére direction consiste & généraliser les intégrales de Beukers [2]
pour {(3) :
(3) / a"N(l — x)NyN(l - y)NZN(l - Z)N
pip  (1—2(1-y(1-2))N+!

Ceci a été entrepris par Vasilenko [13] puis Vasilyev [14] qui posent
On(z1y..yZp) =1—-2a(1 —zp—31(1 —--- (1 - 1))
et considérent, pour N entier naturel :
) Moz (1 - z)V dzy...dz, -
e Oa(z1,...,2a)N  da(z1,...,20)
Vasilyev démontre que pour N = 0 cette intégrale vaut
2(-1)"'Lin((-1)*),

donc est un multiple rationnel de ¢(n), et [15] que pour n = 5 (respecti-
vement n = 4) et N quelconque c’est une forme linéaire en 1, {(3) et {(5)
(respectivement 1, {(2) et {(4)). Il conjecture que pour tous n et N on ob-
tient une forme linéaire en 1 et les valeurs de ¢ aux entiers compris entre 2 et
n ayant la méme parité que n; cette conjecture vient d’étre démontrée par
Zudilin [19]. Dans la troisiéme partie de ce texte, on considére une famille
d’intégrales qui contient A la fois (1), (2) et (4) :

Mooy o (1 — z)%  dz...dz,
[0, On(z1y...,Zn)¢ On(z1,...,Zn)
En supposant que les 2n+ 1 exposants vérifient certaines relations linéaires,

on démontre qu’un groupe de Rhin-Viola agit sur cette famille, au sens
suivant.

Définition : On dit qu’une famille de nombres I(p) € R} U{oo}, paramétrés
par p € Z*, admet pour groupe de Rhin-Viola un sous-groupe G de GL;(Z)
si I(gp)/I(p) est un rationnel (ou co) pour tous g € G et p € Z° (avec
oofoo = 1).

dzdyd-.

(5) I(a1y---,8n,b1,...,bn,¢) =

Dans ce texte, les nombres I(p) seront toujours donnés par des intégrales,
et les facteurs rationnels I(gp)/I(p) seront des quotients de produits de
factorielles. De tels groupes sont connus depuis longtemps : ils apparaissent,
par exemple, dans les travaux de Bailey, Dixon et Whipple.

Concernant la famille (5) (restreinte & des paramétres satisfaisant cer-
taines relations linéaires), on exhibe deux changements de variables o et 1
qui transforment une intégrale de cette famille en une de la méme famille.
On construit aussi un analogue de la transformation hypergéométrique ¢



482 Stéphane FiSCHLER

de [9], ce qui donne (pour chaque n > 2) un groupe de Rhin-Viola G, qui
dans les cas particuliers n = 2 et n = 3 se spécialise en ceux de [8] et
[9]. Cela permet aussi (voir le paragraphe 3.4) d’obtenir les formules (assez
mystérieuses) qui définissent le changement de variables ¥ de [9] & partir
d’autres formules de changements de variables ou de transformation hyper-
géométrique, moins mystérieuses car généralisables a tout n > 2.

Toujours dans un souci de généralité, on considére dans la quatriéme
partie de ce texte la famille suivante, qui contient (5) et dont on montre
qu’elle admet aussi un groupe de Rhin-Viola :

L(a'lr"aan’bla"'abn,c2a""cn)
_ o1 T (1 —z)%*  dazy...dz,
[0,1 H;::z 0k(Z1y- .., k)% Op(z1,5...,Zn)

Une deuxiéme direction pour étudier les valeurs de ¢ aux entiers (et, plus
généralement, les polyzétas) consiste & partir de la preuve de Sorokin [12]
de Pirrationalité de {(3), qui utilise les intégrales suivantes :

.'BN(]_ - z)NyN(l - y)NzN(l _ Z)N
(6) _4),1]3 (1 - a;y)N+1(1 _ zyz)N+1 dz dy dz.

Ces intégrales sont a rapprocher de celles que Sorokin introduit {11] en
relation avec ((2,2,...,2), quand n = 2p est pair :

. / (1152)PN DL (yay ) - DNHD)-1 | (g gy )N
(0,1 [Tkegz,..n} pair (1 — 192 )V H!

n
X H(l —y)Ndy: ... dy,,
k=1

et de celles qui apparaissent dans les travaux de Rivoal ([1], [10]) pour

r< ——";1 :

n rN N
(- )
? '/[;),1]" (1—yy...y,)@r+)N+2 dy; ... dyn.

Dans la cinquiéme partie de ce texte, on considére la famille suivante, qui
contient ces trois cas particuliers :

(9) K(Ai,...,An,Bi,...,Bu,Ca,...,Cr)

A
H11:=1 Vi (- yk)Bk
= n C +1dy1...dyn-
o1 [Tk=2(1 = y1... yx)C*
On démontre que ces intégrales admettent un groupe de Rhin-Viola, et on
exhibe (en réponse & une question de Tanguy Rivoal) un changement de
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variables qui les transforme en des intégrales de la forme :
pey T (1 — )

o1 [Tk=2 0k(Tn+1-k; - - -, Tn)

Dans P’autre sens, ce changement de variables permet d’écrire toute intégrale

de la forme (5) sous la forme (9). L’intérét de cette manipulation est que les

intégrales (9) se développent naturellement en séries multiples. Par exemple,

on transforme ainsi I'intégrale (3) en (6) : Beukers et Sorokin construisent
exactement les mémes formes linéaires en 1 et {(3).

ék d.’El cee dxn.

Dans ce texte, on suppose toujours que les exposants dans les intégrales n-
uples sont entiers ; cependant tous les résultats démontrés ici sont de nature
analytique et se généralisent aisément & des exposants complexes.

Les résultats obtenus dans les trois derniéres parties ont été annoncés
dans [6].

Remerciements : Ce texte a beaucoup bénéficié de discussions avec Pierre
Cartier et Tanguy Rivoal. Je tiens également & remercier Francesco Amo-
roso, Jacky Cresson, Gilles Damamme, Pierre Grinspan, Federico Pellarin,
Serge Perrine, Georges Racinet, Eric Reyssat, Georges Rhin et Michel Wald-
schmidt pour l'intérét qu'’ils ont porté a ce travail, ainsi que le referee pour
sa lecture attentive.

1. Le cas de ((2)

Dans cette partie, on donne une présentation “géométrique” du groupe
de Rhin-Viola pour ¢(2) [8]. Au paragraphe 1.1, on écrit I'intégrale notée
(1) dans 'introduction grace a une sous-variété V, de R®, dont on note
I’ensemble des points & coordonnées strictement positives. L’action de Ds
sur V; (et sur 2) traduit l'invariance de cette intégrale sous une action de
Ds. Au paragraphe 1.2, on interpréte la transformation hypergéométrique
de Rhin-Viola par un automorphisme non trivial d’une variété liée & V,. Le
paragraphe suivant décrit le groupe de Rhin-Viola tout entier comme groupe
d’automorphismes de Qy x Uy, out Us est ’ensemble des (t1,...,ts) €]0,1[
tels que t; + --- + t5 = 1. Enfin, le paragraphe 1.4 contient des rappels, et
quelques compléments, sur 1’action du groupe de Rhin-Viola.

Dans cette partie et dans la suivante, pour toute fonction f on note
axf=1L.

1.1. La variété ), et l'invariance par le groupe diédral.
Notons V;, la sous-variété algébrique affine de R® définie par les équations
suivantes :

n1ze(l+z523) =1, 2oz3(1+2124) =1, z374(1 4+ 2275) = 1,
T425(1 + 2371) =1,  z521(1 + 2472) = 1.
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On note (2 I’ensemble des points de V, & coordonnées strictement po-
sitives, et wy la 2-forme différentielle d* (z;—1z;) A d*(z;zit1) sur V,, qui
ne dépend pas du choix de i € {1,...,5} (voir la preuve de la proposition
ci-dessous) ; on pose Tg = Ts5, T = T; et ainsi de suite.

Proposition 1. La variété Vs, est de dimension deuz, et le groupe diédral
Ds agit dessus par permutation des coordonnées. Cette action laisse stable
Qg, ainsi que la forme différentielle wo (au signe prés).

Démonstration : Les équations de V, sont visiblement stables sous ’action
naturelle de D5 sur les cing coordonnées. Quant 4 la forme différentielle, elle
est changée en son opposé par les symétries, et invariante par les rotations
(ce qui montre que sa définition ne dépend pas du choix de i € {1,...,5}).
Ceci provient, en faisant le produit extérieur par d*(z;zi+1), de la relation
suivante, elle-méme obtenue par différentiation des équations de Vs :
d*(ziTi+1)

Ti1Tize
Pour montrer que V; est de dimension deux, on montre que la premiére, la
troisiéme et la quatriéme équations qui la définissent sont indépendantes et
engendrent les deux autres. Par exemple, on peut en déduire la deuxiéme
comme suit, en posant u; = T;T;y] :

(10) A (Ti41Ti42) = —d* (Tim1%:) —

wug = (1 — usug)(1 — uguy)
=1 — uz(us + us(1 — uzus))
=1- U2(u5 + 'u4u,1)

=1-—us.
Proposition 2. Les formules suivantes définissent une paramétrisation bi-
jective de Qp par |0,1[2, dans laquelle wy correspond dl—z_/}c‘-iyl :
( zy(1 - 2) ) ((1—z)(1—y))%
nn=(——--"—] , =\|—FT"——] ,
(1-y)(1 -=y) zy(1 - zy)
1 1
_( zy(1-y) )2 _ ((I—w)y(l—wy))2
T3 = ’ Ty = )
(1 -=z)(1 - zy) z(l-y)
1
_ (w(l -y - wy)) 2
(1-=z)y

Démonstration : 1l s’agit de vérifications sans difficulté; la réciproque est

. _ _ . dzAdy _ d(zy)Ady __
donnée par z = 125 et y = z3z4. On a alors : ooy = (i-zy) =
d*(z3z4) A d*(z425) = wo.

N.B. On pourrait faire disparaitre les racines carrées dans les formules
de la proposition 2, en remplagant partout les z; par leurs carrés (ce qui
changerait les équations de V).
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Etant donnés cinq nombres réels a4, . . ., as, on leur associe (pour faire le
lien avec les notations de [8]) :

1 o1
h=§(a5+a1+a3—ag—a4), z=§(a1+az+a4—a3—a5),
.1 1
]=§(a2+a3+a5—a4—a1), k=§(a3+a4+a1—a5-—a2),

1

= §(a4+as+a2—a1—a3).

Dans toute la suite de cette partie, on suppose que h,1, j,k,l sont entiers.
Les variables auxiliaires de [8] s’écrivent :

) 1
h+z—k=§(a5+a1+a2—a3—a4),
. 1
z+]—l=§(a1+az+a3—a4—a5),
. 1
J+k—h=—2—(a2+a3+a4—a5—a1),
.1
k+l-z=-2—(a3+a4+a5—a1—a2),

.1
l+h—]=§(a4+a5+a1—a2—a3).

A Tl'inverse, on peut retrouver ay,...,as a partir de h,1,j,k,l grace aux
formules suivantes :

h+ti=a, i+J = o, Jj+k=as,

k+1= o4, l+h=as.

On oriente 22 par la paramétrisation de la proposition 2. Considérons
'intégrale suivante (qui est positive, éventuellement égale 3 +00) :

_ a1 02 .03 .04 10
J(a1,.--,a5) —/ $11z22 33$4 $55w2.
Q

D’aprés la Aproposition 2, on retrouve exactement l'intégrale notée
I(h,3,3,k,1) dans [8], & savoir :

Lgh(1 - z)iyF(1 — y) dzdy
/ / (1- zy)’““ 1-zy

En particulier, on voit facilement (ou on déduit de la proposition 16)
que cette intégrale est finie si, et seulement si, les entiers h, %, 3, k, | associés
a ai,...,as sont positifs. De la proposition 1 et de la formule de change-
ment de variables (voir par exemple [4]) découle immédiatement le résultat
suivant :

Corollaire 1. L’action naturelle du groupe diédral Ds sur (oy,...,as)
laisse invariant J(a,...,as).
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N.B. Cette invariance par D5 correspond aux changements de variables 7
et o de [8].

1.2. La variété Vs et la transformation hypergéométrique.
Notons V, la sous-variété algébrique de R® définie par les équations sui-
vantes :
ysya(l + yoys) = 1,
(11) ysy1(1 + yaye) + m1y2(1 + ysys) = 1.

On note 2 I'ensemble des points de Vs & coordonnées strictement positives,
et @9 la forme différentielle yy yoysysd™ (1192) A d* (yays) A d*(ysys) sur 5.

Proposition 3. La variété Vs est de dimension trois. Quand on échange
y2 et ys, Vo et (dy sont invariantes, et @ est changée en son opposé.

N.B. Quand on échange y3 et y4, la variété Vs est aussi invariante (voir le
paragraphe 1.4).

Démonstration de la proposition 3 : Elle est immédiate en ce qui concerne
Vs et Q (il suffit de développer la seconde équation de V) ; pour la forme
différentielle, on prend le produit extérieur par d*(yeys) A d*(ysys) de la
relation d*(y1y2) — d* (y1y5) = 4 (y2/ys) = d*(y2y3) — d* (y3ys).

Proposition 4. Les formules suivantes définissent une bijection de 22 %10, 1]

dans Qs :
1 1
t \? i
v W=\ 0 BEB\T )

1-t)\? 1-t\2
Ys = T4 —t—' ’ Ys = s —t' .

Dans cette bijection, la 3-forme &9 correspond a wo A dt.

=
N

=21 (1 -1))

Démonstration : Soit (z,...,zs5,t) € Q3%]0, 1[. Le point (y1,...,ys) qui lui
est associé vérifie ysys = T3%4, Ysyn = (1—8)T5T1, Yoys = T2T5, Yay2 = T432,
Y2 = tr179 et ysys = z523. On en déduit immédiatement que les deux
équations de V, sont satisfaites pour le point (n1,---,9s) : laseconde traduit
lidentité (1 —t) +t=1.

Exhibons la bijection réciproque en posant, pour (yi,...,¥s) € Vs

(12) t =y152(1 + y3ys),

et en définissant (zy,...,z5) 4 l'aide des formules de la proposition 4. On
a visiblement ¢ > 0, et aussi ¢ < 1 d’aprés (11). On vérifie aisément que
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(1,...,75,t) € Q2x]0,1], et que les deux applications sont réciproques
I'une de I’autre. En ce qui concerne la forme différentielle, on écrit :

1 1-t
we A dt = d* (3132) A dx(-—t—yzya) Adt

= d* (11y2) A d*(y2y3) A ((1 + y3ys)d(y12) + y192d(y3ys))

= y192y3ysd™ (3192) A 4™ (y2y3) A d* (y3ys)-
Ceci termine la preuve de la proposition 4.

Corollaire 2. On définit un automorphisme de Q2x]0,1[ en associant &
(21, 2, 3, T4, T5, t) le point (z}, x4, =4, Ty, 2§, t') défini par les équations sui-
vantes :

f = (1-mzo)t+ mazs(l—1), o=zt (H); ,
N () N (=N
con(§). aenltin)’

De plus, cet automorphisme change la 3-forme ws A dt sur Q2x]0,1[ en son
0pposé.

Démonstration : 1l s’agit du conjugué, par la bijection de la proposition 4,
de I'automorphisme de 1, qui échange y» et ys. Bien sir, on peut aussi
démontrer ce corollaire par un calcul direct, sans utiliser la variété V;.

Théoréme 1. Supposons que les entiers h,i,7,k,l associés & ay,...,as
sont positifs, ainsi que i +j—l etl+h—j. Alorson a :

(G+7 -0+ h-)J(a,...,as) = hlilJ (o, as, a3, a4, ag).

Ce théoréme est crucial dans la méthode de Rhin-Viola. Il s’agit de la
formule notée (3.3) dans [8]; elle y est déduite de la représentation intégrale
d’Euler de la fonction hypergéométrique de Gauss et s’écrit :

1 . 1

rrt k) = G )
Démonstration du théoréme 1 : Le théoréme de Fubini et ’expression clas-
sique (—a% = fol t%(1 — t)%dt de la fonction Béta d’Euler montrent que le
membre de gauche dans ’énoncé du théoréme s’écrit :

I(i+ 35— L1+ h—j,5,k1).

(13) P(al) t%(ax +a2+aa—a4—a5)(1 _ t)%(a4+as+a1 —az—a3)
Q2x]0,1[
x z31 29?232 Tyt a5 wo A dt.
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La proposition 4 définit une orientation de {y et montre que Pintégrale
précédente vaut :

I'(en) /Q YOGSy 200G,
2

La proposition 3 montre qu’on peut appliquer & cette intégrale le change-
ment de variables qui échange y, et ys (voir [4] pour la formule de change-

ment de variables quand la forme différentielle est changée en son opposé). -

Donc le membre de gauche du théoréme 1 est invariant quand on échange
o et as : il est égal au membre de droite.

N.B. On aurait pu appliquer le corollaire 2 pour démontrer directement que
lintégrale (13) est invariante quand on échange as et as.

N.B. Le groupe symétrique &5 agit sur R® par permutation des coordon-
nées, donc aussi sur I’ensemble des sous-variétés algébriques de R®. Le sta-
bilisateur de Vs pour cette action est le groupe diédral Ds; 1'orbite de Vo
est donc formée par douze variétés. Les J(a,(1),---,Qys)), pour 7 € Gs,

sont les intégrales sur ces variétés du monéme 7" z32z33 3 zgs.

1.3. Le groupe de Rhin-Viola comme groupe d’automorphismes.
Notons U, le simplexe de dimension 4 défini par :

Uz ={(t1,..-,t5) €]0, 1P, t1 +--- +15 = 1}.
On considére sur Us la 4-forme différentielle 7o définie, pour ¢ € {1,...,5},
par :
e = dt; Adtiy Adiipo A dtiys,

ol on note tg = t;, et ainsi de suite. Il est immédiat que 72 ne dépend pas
du choix de 1.

Sur Q3 x Uz on définit des fonctions z1,...,25 qui & tout point (z,t) =
(z1,-..,Z5,t1,...,t5) associent :

1 1
tstito \ 2 t1tots \ 2 totsty
z1(z,t) = 11 ( . 2) , 2(z,t) =1‘2( 12 3) , z3(z,t) =$3( 23 )

tats tsts tts
1 1
t3tats | 2 tatlsty \ 2
z4(z,t) = 74 ( : ) y z5(z,t) = x5 ( .
2t1 tato

On peut résumer ces équations sous la forme générale suivante, pour ¢ €

{1,...,5}: .
ti_1t:ts 2
ti—oliyo

Il convient de préciser les conventions qu’on utilise pour les différentes
actions de &s. Le groupe G5 agit naturellement & droite sur ’ensemble
des points (z1,...,zs) de R®, par - (21,...,%5) = (Zy(1),- -, Ty(5)) (et de
méme pour 'action sur Uz). On en déduit une action & gauche de &5 sur

=
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’ensemble des fonctions de R® dans R, par composition. Ainsi, G5 agit a

gauche sur 1’ensemble des cinq fonctions coordonnées zj,...,25 (qui vont
de R® dans R), par (v-z)(z) = zi(y-2) = z’y(:)(x)
Concernant les exposants ay,...,as, il y a deux maniéres de les consi-

dérer. Ou bien on note (ay,.. a5) un point de R®, et &5 agit & droite sur
I’ensemble de ces points : c’est ce qu’on fait dans ce paragraphe. Ou bien
on note aj,...,as les formes linéaires coordonnées sur R®, et dans ce cas
S5 agit a gauche sur {ay,...,as}. Dans les deux cas, on étend cette action
par linéarité, et Gy agit sur {h,...,l,h+i—k,...,l4+h— j}. On reviendra
sur cette ambiguité au paragraphe 3.2.

Théoréme 2. Il eziste un groupe H d’automorphismes de Q2 x Uy (qui
fizent, au signe prés, we A 12) et un homomorphisme de groupes surjectif
7 : H — G5 tels que, pour tout f € H et touti € {1,...,5}, on ait :

o f=zrpy1-

N.B. Les éléments de H sont des fonctions algébriques (au sens ou elles
sont définies par composition de fractions rationnelles et d’extractions de
racines).

Corollaire 3. La quantité suivante ne dépend pas du choiz de v € G5 :

J(v(e1),--.,7(as5))
Y(R) () (5) v (k) (D)t

Ce corollaire contient toutes les identités entre intégrales utilisées par
Rhin-Viola. On peut le déduire directement du corollaire 1 (qui donne I'in-
variance par Ds) et du théoréme 1 (qui donne l'invariance par la transfor-
mation ¢ définie au paragraphe 1.4 ci-dessous) ; la démonstration présentée
ici le relie aux automorphismes de €23 x Us.

Démonstration du corollaire 3 : Le théoréme 2 montre que la quantité sui-
vante est invariante sous 1’action de &g :

(0[14_....{.,;.5.{.4)!/n ” 21252253254 25 wa A = J (a1, - . ., @5)
2 XU2

X / e tyorttashtickbhi—lth-hykl—igth—d, g4y A gy,
10,4 00[x U2

En utilisant la relation

a1+ 4as=(h+i—k)+ @G+ -0+ (G+k—h)+(k+I—i)+ (1 +h-7)
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et le changement de variables donné par t; = ut; pour tout i € {1,...,5}
on obtient :

/ e_(tll +"'+tl5)t']_h+i_ktf?i+j_ltéj+k_htak+l_it,51+h_jdt,1 Aeee A dt’5
10,400

=h+i-k)E+i-DG+k-h)Yk+1-3)(1+h-j)
En divisant par la quantité
(h+i—ENE+7-DWj+k—h)(k+1—13)(+h— 7)hllIEN
qui est elle aussi invariante par G5 on conclut la démonstration du corollaire.
Démonstration du théoréme 2 : Pour 4 € Ds, notons f, I'automorphisme
donné par I’action diagonale de y~! € Ds sur Q x Uz, c’est-a-dire :
Fo(@1,- 1 Z5, 81,05 85) = (Ty-101)s - - - s Ty1(5)s Ey=1(1)s - - - By-1(5))-

Pour ¢, on définit (Xy,...,X5,T1,...,T5) = f(p(.’ltl, .eeyT5,t1,...,15) par
les formules suivantes, directement inspirées de celles du corollaire 2 et de
Paction de o sur h,...,l+h—7:

T =1, Ty = (1 — z1z2)t2 + z1Z5t5, T3 =t4, Ty = t3,
Ts = 12ty + (1 — z125)t5,

. 1 1
tot 2 teTe \ 2 toT:
X = o1 (—T;;:s) . Xp=as (Z;—f;) . Xs=us (th;) ,

1 1
tsTh\ 2 toTh\ 2
Xy=1x4 (ﬂ) , Xs=um (%172)
2 515

En fait les cinq derniéres formules s’écrivent, pour i € {1,...,5} :

1
e ( Ti1Tiy2 tqo(i)—ltw(i)tw(i)ﬂ)2
i v(i) T TiTi t(p(i)—ltV’(i)+2

Alors f, (respectivement chacun des f, pour 7y € Ds) est un automorphisme
de Qy x Uz qui fixe au signe preés la forme différentielle wo A 7, et induit sur
les fonctions z, ..., 25 la permutation ¢~! (resp. y~!), c’est-a-dire quon a
2; 0 fp = z,-1(;) (resp. z; o fy = z,-1(;)) pour tout i € {1,...,5}. Notons H
le groupe d’automorphismes engendré par f, et les f,. Chaque élément f
de H induit une permutation, notée w(f)~!, des fonctlons 21,...,25. Cela
termine la preuve du théoréme 2.

N.B. Le fait qu’on ait T} = ¢; dans la définition de f, traduit I’invariance
par ¢ de h + 1 — k. De méme, les relations T3 = t4 et Ty = t3 traduisent
que ¢ échange j + k — h et £+ [ — i. Le niveau de ¢ s’interpréte comme
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le nombre d’indices 4 tels que T; ne soit pas I'un des ¢; (voir le paragraphe
suivant).

QUESTION : Le morphisme 7 construit ici est-il injectif ?

1.4. Lien avec la présentation de Rhin-Viola.

Les dix variables h,%,j,k,l,h +i—k,i+j—-1l,5+k—hk+1—1,1+
h — j correspondent (via la position des signes moins dans les expressions
qui les définissent ci-dessus) aux dix parties & deux éléments de ’ensemble
{1,2,3,4,5}. Si on considére un pentagone régulier dont les sommets sont
numeérotés de 1 & 5, les variables auxiliaires correspondent aux paires de
sommets consécutifs (donc aux cotés du pentagone), alors que h,i,7,k,1
correspondent aux paires de sommets non consécutifs (donc aux diagonales).
Le groupe G5 agit transitivement sur ces dix variables; pour I’action du
sous-groupe Ds, il y a deux orbites : les variables auxiliaires d’une part,
et {h,i,5,k,1} d’autre part. Dans ce paragraphe, on considére aj,...,as
comme les formes linéaires coordonnées sur R®, donc G5 agit 4 gauche sur
les formes linéaires h, ..., I+ h —j.

On remplace maintenant ces variables a;,...,as par des réels, et on
suppose que les dix combinaisons linéaires h, i, j,k,l,h+i—k,i+j—1,5+
k—h,k+1—14,l+h—j sont des entiers positifs. On conserve la méme action
de &s5. Notons, en accord avec [8], ¢ la transposition qui échange a3 et as,
7 la permutation circulaire qui envoie chaque a; sur a;4+1 et o la double
tranposition qui échange oy et a3 ainsi que a4 et as.

D’aprés le corollaire 3, en posant

Y51
Y(R)y(8) !y (5) (k) v (1)

5(7;011,---,05) =
on a pour tout y € G5 :

J(ay1),- - -5 ay5) = &(1 005 - a5) (@, - - - 05).

Dans le quotient de factorielles qu’est £(7; a1, . . ., @5), des simplifications
peuvent apparaitre (méme si a;,...,as sont génériques, ce qu’on suppose
ici). Rhin et Viola appellent niveau de v € G5 le nombre de facteurs qu'’il
reste au numérateur une fois celles-ci effectuées; c’est aussi le nombre de
facteurs au dénominateur. Posons A; = {h,i,5,k,l} et Ag = {h+i—k,i+
j=4Lj+k—h,k+1l—1i,l+h-j};cesont deux Ds-orbites dont la réunion
est une Gs-orbite. Le niveau de - est le nombre d’éléments de A; que 7
envoie dans Aj : le numérateur est formé par les factorielles des éléments de
A1\ 7 Ay, et le dénominateur par les factorielles des éléments de A2N7y-A;.
Comme A; et A3 sont stables sous I’action de Ds, le niveau de «y ne dépend
que de la double classe DsyDs. En particulier, les éléments de Ds sont de
niveau 0, et ceux de D5pDs de niveau 2. Plus généralement, tout élément vy
s’écrit comme un mot en les trois lettres ¢, 7 et o ; le niveau de -y est alors
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inférieur ou égal au double du nombre minimal de ¢ qui apparaissent dans
une telle écriture.

Un intérét de la méthode présentée ici est qu’elle ne privilégie pas les
générateurs o, T et . Ainsi, le théoréme 2 traduit l'invariance de i(,:’,‘:,}—.k’ﬁ’?)
par D’existence d’un groupe d’automorphismes de 23 x Us. Par ailleurs,
pour chaque ¥ € G5 de niveau 2 on peut construire une variété Vo(y)
de maniére analogue 3 V, = Va(p) au paragraphe 1.2. On démontre la
relation J(@(1),-- -,y 5)) = &(7)J(ai,...,a5) de méme qu’'on démontre
le théoréme 1, en remplagant Vo par 172(7) D’ailleurs si on note 01 = 7" lo7
'élément de D5 qui échange ay et as, ainsi que a3 et oy, alors on a Vo =
Va(@) = Va(o19). Ceci traduit que V, est invariante par 1’action de oy,
qui échange y3 et y4.

En termes d’automorphismes, ce processus revient 3 composer a droite
et/ou & gauche 'automorphisme de 3]0, 1[ donné par le corollaire 2 par
des automorphismes de $22x]0, 1[ provenant de ceux de 2, fournis par ’ac-
tion de Ds. Ce point de vue conduit & ne pas privilégier ¢, mais seulement
la double classe Ds¢Ds : le groupe S5 est engendré par Ds (i.e. ’ensemble
des éléments de niveau zéro) et un élément, quelconque, de D5¢Ds (i.e. de
niveau 2).

Enfin, le choix de paramétres effectué dans [8] pour obtenir la meilleure
mesure d’irrationalité connue (qui est h = i = 12, j = k = 14, | = 13)
correspond, avec les notations introduites ici, 4 a; = 24, ag = 26, a3 = 28,
as = 27, as = 25.

2. Le cas de ¢(3)

Cette partie concerne le groupe de Rhin-Viola pour ¢(3) [9]; elle est
paralléle a la précédente.

2.1. La variété V; et I’invariance par le groupe diédral.
Notons V3 la sous-variété algébrique quasiprojective de R* définie par
l’égalité et les inégalités suivantes :
1 1 1 1
(14) $1—$2+$3—$4+;1-—;;+;;—$—4—0,
T1Z223%4 # 0,
(15) (21 — z2)(z2 — 73)(23 — T4)(T4 — T1) # 0,

(16) (101222 - 1)(1‘21:3 - 1)(1:3:1,‘4 — 1)(9:41:1 - 1) # 0.
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La relation (14) peut étre remplacée par chacune des deux équations
suivantes :

17 z1Z2(2324 — 1)(z3 — Z4) = z324(T122 — 1) (T2 — 1),
(18) z2x3(z4 — Z1) (2421 — 1) = T124(T273 — 1) (T3 — Z2),

et elle implique! :

(19) z(z3 — z4)(z2x3 — 1)(z374 — Z1Z2)
= z3(z4 — 11) (2122 — 1)(2273 — Z174)-

Considérons les trois fonctions a, b et ¢ qui 4 tout point z = (z3,...,Z4) €
V3 associent respectivement (en utilisant les relations (17) et (18)) :

— T4 1:39:4 9 — IT1

a\zr
( ) T1T9 — 1 1T T3T4 — 1’
T1T4 — 1 T1T4 T3 — T2
2T3 — T2T3 T4 — T1
T2T3 — T1T4
(z) = ——=1-0b(z).
@) === (z)

On définit des fonctions €5 et €6, de V3 dans R, en posant :

z10(z
(20) (@) = 228 o1 () = Za(z)o(a).
3 b(z) T4
On note 23 I’ensemble des points z € V3 dont les quatre coordonnées sont
strictement positives, et tels que les réels a(z), b(z) et ¢(z) associés soient
eux aussi strictement positifs. On introduit la forme différentielle suivante :

T20(z)b(z)

=-2
“ 3 -1

d*zy Ad*ze A d*z3.

Considérons ’action naturelle du groupe diédral Dg & seize éléments sur
l’octogone reguher dont les sommets sont, dans le sens direct, z;, z2, T3, T4,
zll , zlz, z3) “ . Elle définit une action & droite de Dg sur R*4 (par exemple,
la rotation d’un huitiéme de tour dans le sens direct envoie (z1,z2,Z3,Z4)
sur (z2, T3, 4, %)) On en déduit une action & gauche de Dg sur I’ensemble

des fonctions de R** (ou d’une partie de R**) dans R : si f est une telle
_fonction et y € Dg, on pose v - f = f o v, c’est-a-dire :
(v- (z1,-..,24) = F(7- (21, .-, 74))-

Proposition 5. La variété Vs est de dimension trois. L’action du groupe
diédral Dy sur R** laisse stable Vs, Q3, et la farme différentielle ws. De plus
tout v € Dg de signature 7, transforme €5 en e et fize €¢.

1 Avec équivalence si z3 # 1.
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Démonstration : Il est clair que V3 est de dimension trois, et qu’elle est
stable par Ds. Notons ¥ € Dg la rotation d’un huitiéme de tour dans le

sens direct : on a ¥(zy,zg, z3,24) = ($2,$3,.’B4, En ) Par ailleurs, notons o
la symétrie définie par o(z1, T2, z3,24) = (L e ':c_s’ E’ ;1-) Alors 9 échange

les équations (17) et (18), alors que o fixe (au signe prés) la relation (14).
Par ailleurs, on a :

a(3(a)) = -b(a), b(3(2) = ~“-a(a),
1 I3T4
a(o(z)) = a(z), b(o(z)) = 2 b(a)

Cela donne 9 - ¢e5 = —1- o-¢c5 =¢€5, 6t ¥-€¢ = 0 €6 = €6, Ce qui prouve
I’assertion de la proposmon concernant €5 et €g. Pour obtenir la stabilité
de 3, il suffit d’utiliser la relation suivante, qu’'on déduit de (19) :

= z20(z) _ z1z20(Z), , ¢(z)
(d(z) =1- 2= =1~( ;;@) )G
S el

Quant 3 la forme différentielle, son invariance sous 1’action de Dg provient
de la formule suivante, qu’on déduit de (14) :

1 1
(x4 — =)d%z4 — (1 — —)d*T1) Ad* T2 Ad* 23 = 0.
T4 1
Ceci termine la preuve de la proposition 5.
Proposition 6. Les formules suivantes définissent une paramétrisation bi-

jective de Q3 par]0,1[\Y, ot Y est une partie de |0, 1[> dont la mesure de
Lebesgue est nulle :

(X1

_ zyz(1l — z)
n = ((1 -y1-2)1-(01- $y)z))

yz(1 —z)(1 - (1 = wy)Z))
z(1-y)(1-2) ’

( 1
5= (et a)
=

1-z)(1-2)1-(1- :z:y)z))
zyz(1 - v)
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De plus, dans cette paramétrisation, wz correspond a ld‘_‘—ad_ygy—d)zz, etona:

_(Al-z)(1-y)(1-2)\?
65(.’131,...,.'124)—( zy(l—(l—zy)z) ) ’

£6(T1,. .-, Ta) = (wyz(ll-_z()l(l_—zZ;S —2) ) 3

Démonstration : La partie Y de ]0, 1[> correspond aux inégalités qui appa-

raissent dans la définition de la variété quasiprojective V3 (voir ci-dessous).

Pour (z,y, z) €]0,1[3\Y, on vérifie que le point (z1,...,%s) associé appar-

tient bien & Q3, et que les formules concernant €5(z) et £¢(z) sont correctes.

Pour obtenir la bijection réciproque, on pose :
T2T3

z = b(g), Y= ° %2:“(%

On a alors, d’aprés (19) et (14) :

1- 1 =c(z), 1-y=22, 1_z=$2a(fz;§z.),

1-(1-ay)z= ﬁfb(g).

Concernant la forme différentielle, il suffit de calculer d*z; A d*zy A d*z3,
par exemple en 1’écrivant sous la forme d"% A d*(z2z3) A d*z3, et de
conclure grace a I’égalité suivante :

z20(2)b(z) _ zyz(1-7)(1 —y)(1 - 2)
75— 1 (1-2)1 - 2)(1 — 2(1 — zy)) — zyz(1 —y)’

N.B. La partie Y est donnée par les cas particuliers suivants :

T1=Tg <> 1T4=1 <= z=1-2(1-2Y);
T1r2=1 <<= 13=134 <<= y=1-2(1-uay);
To=x3 <> 11=134 < 1-2z=2(1-2(1-zy));
Tr3=1 <= zT174=1 <= T=19.

N.B. Les équations de V3 montrent qu’on a aussi :

_ _ /“11‘486(2) _ /1?2-’5366(&)
(21) z=>b(z) = 227355 (2) et y= pap g
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Soient aj,..., 0 six nombres réels. Pour faire le lien avec [9], on leur
associe :

1
h=-2-(a1—a2—a3—a4—a5+a5),
o1
J=‘2'(al+az—aa—a4+as+as),
1
=§(a1+az+a3—a4—a5+a6),
1
l=§(a1 + ag + ag + ag + a5 + o),
1
m=§(—a1 + az + a3 + ag — as + ag),
1
q=-2-(—a1—a2+a3+a4+a5+a6),
1
r=-2-(—-a1—a2—a3+a4-a5+a6),

1
s=§(—a1—az—a3—a4+a5+a5).

Dans toute la suite, on suppose que h, j,k,l, m,q,r, s sont entiers. Dans
[9], ces huit entiers sont soumis aux contraintes j+q = l+s et h+m = k+r;

ici, ces contraintes sont des conséquences des expressions de h,...,s en
fonction de a, ..., 0. Les six variables a4, . . . , o ne sont soumises a priori

a aucune relation linéaire.
Les “entiers auxiliaires” de [9] (formules (2.8) et (4.7)) sont alors :

h’=h+l—j=h+q—s=%(a1—a2+a3+a4—-a5+a6),
j'=j+m—l<:=j+r—h=%(—a1+a2—a3+a4+a5+as),
k'=k+q—l=k+s—j=—;—(—al—a2+a3—-a4—a5+a6),
l’=l+r—m=l+h—k=%(al—az—aa+a4+as+ae),
m’=m+s—q=m+j—l=-;—(—a1+a2—a3—-a4—a5+as),
q’=q+h—r=q+k—m=%(al—a2+a3—-a4+a5+a5),
r’=r+j——s=r+l—q=%(a1+a2—a3+a4—a5+as),

1
s’=s+k——h=s+m—r=5(-—a1+a2+a3—a4+a5+a5).
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On oriente Q3 par la paramétrisation de la proposition 6. On considére
l'intégrale suivante (qui est positive, et éventuellement égale 4 +00) :

J(az,...,06) = /Q 7 252233 oy es () *es (z) " ws.
3

D’aprés la proposition 6, on retrouve l'intégrale notée I(h,j,k,l,m,q,r,s)

dans [9], & savoir :

/1 /‘1 /‘1 zh(1 - o)k (1 - y)%29(1 - 2)7  dzdydz
0o Jo Jo (1 - (1 - zy)z)ath-r 1-(1-zy)z

D’aprés la proposition 9 ci-dessous (ou d’aprés la deuxiéme partie de [9]),
cette intégrale est finie si, et seulement si, les huit entiers h, j,k,l,m,q,7,s
associés a ay, ..., ag sont positifs ou nuls.

Considérons ’action naturelle (4 gauche) de Dg sur un octogone régulier
dont les sommets sont o, az, a3, a4, —01, —02, —3, —4. Par exemple, la
rotation d’un huitiéme de tour envoie o; sur ;41 pour ¢ € {1,2,3} et a4 sur
—ay. En outre, si v € Dg C &g a pour signature 7, on pose v - a5 = 7,05
et v - ag = ag. Par linéarité, on définit une action de Dg sur I’ensemble des
combinaisons linéaires de a;,...,as. On voit que {h,...,s} est alors une
Dg-orbite, sur laquelle I’action est la méme que sur un octogone dont les
sommets seraient indexés par ces entiers (dans leur ordre alphabétique).

De la proposition 5 découle immédiatement le résultat suivant :
Corollaire 4. L’action de Dy sur (ay, ..., ag) laisse invariant J(ay, .. . , 0g).

N.B. Cette invariance par Dg correspond aux changements de variables ¥
et o de [9].

2.2. La variété Vs et la transformation hypergéométrique.
Notons V3 la sous-variété algébrique quasiprojective de RS définie par les
égalités et I'inégalité suivantes :
(22) (y2 — y1 — v19294) (y3 + ¥5) = (%1 — ve)(va — s — Y2y3va + Y3vavs),
(23) v19296(y3 + ¥s)” = vayays(v1 — ¥6)°,
y3ys(y3 + y5)(v1 — ye) # 0.

Notons €23 'ensemble des points de V3 dont les six coordonnées sont
strictement positives et vérifient :

(24) Y1Y4Y5 > Y2Y3Ye,

Y3 Y3Y4Ye
25 => -1),/=——.
(25) ” (hy2 )\ / p—
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Notons @3 la 4-forme différentielle suivante :
—yayayed s A d*ya A d*ys A ((ysys + 1)d*ys + (y3ys — 1)(d"y5 + d*ye))
y2(y3 + 1) (ysya — 1) + (41 (3 + 1) — 1),/ 22000

Proposition 7. La variété Vs est de dimension quatre. Quand on _échange
ys et 1 (donc aussi ys et —1- ) en fizant les autres coordonnées, V3 et Q3
sont mvarzantes, et w3 aussz au signe pres.

Démonstration : Les vérifications sont immédiates, sauf pour la forme dif-
férentielle (pour laquelle elles sont plus laborieuses).

N.B. On peut démontrer que @s est invariante (au signe prés) de la maniére
suivante. Le théoréme 3 ci-dessous (qui est démontré dans [9]) signifie que
I'intégrale

aj, a2

/. Y1 Y2 Y3 Y Y5 Yt Ws
Q3

est invariante par le changement de variables qui échange y;3 et .- (donc
ys et ;1;) en fixant y;, ¥2, ya et yg (voir la preuve du théoréme 3 pour les

détails). On a donc, pour tous ay,...,as tels que les dix entiers associés
h,j,k,l,m,q,7,8,q + h — r,r + j — s soient positifs :

fﬁ Y Y2 Y3 Yt ys Ygtws = € fn Y Yty Y ye Syt s,
3

ol @ est 'image par ce changement de variables de @3, et € = 1 si ce
changement de variables conserve 'orientation de Q3, et € = —1 sinon. Donc
l'intégrale de tous ces mondmes en y;,...,Ye contre &3 — ey est nulle : il
en découle &5 = ;.

Proposition 8. Les formules suivantes définissent une bijection de Q3x]0, 1]
dans Q3 \'Y', 0t Y' est une partie de 23 dont la mesure de Lebesgue est
nulle :

n=nt1-1), p= \/ \/
Y4 = T4 l—i_—f, Ys = Es(_&‘)v T:_t’ Y6 = €6(z) V(1 - 1).

Dans cette bijection, la 4-forme @3 correspond a w3 A dt.

Démonstration : On note Y’ I'ensemble des (y1,...,¥6) qui proviennent,
par cette application, de points (zi,...,z4,t) pour lesquels ’'une au moins
des inégalités (15), (16) n’est pas vérifiée. Tout d’abord, montrons que pour
tout (z1, ..., z4,t) le point (y1,...,ys) défini par la proposition appartient a
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Q3\ Y. On déduit de (14) et des définitions de a et b la relation z(b(z)z2 +
z1a(z)) = z3(z174 — z20(z)b(z)), qui s’écrit aussi, en utilisant (21) :

T1 —€6(z) _ z2b(z) /5011'266(.52)
(26) z3 + €5(z) B Ty $3Z465(£)'

La relation (23) découle immédiatement de (26). Par ailleurs, on peut tra-
duire (22) par la nullité d’une fonction affine de ¢. Il suffit alors de montrer -
que les deux coeflicients de cette fonction sont nuls, ce qui ne pose pas de
difficulté & partir de (26) et des équations de Vj.

Pour vérifier (24), il suffit de voir que %% — % est compris
entre 0 et 1 d’aprés (21). Quant & (25), on peut la déduire de la relation
ity > (@122 — 1)4/ :—fg—:%%, qui elle-méme provient de (21).

On a donc montré que tout point (ys,...,ys) défini par les formules de
la proposition 8 appartient 4 Q3\Y". Réciproquement, & tout (y1,...,¥s) €
Q3 \ Y’ on associe

Y1YaYe
27 t=1- + -1),/=——
(27) %1ya + (Y243 — 1) —
puis z1, ..., x4 donnés par les quatre premiéres formules de la proposition 8.

D’aprés la relation (24), on a yay3, /%%%g- — 1194 < 0 donc ¢t < 1. Pour

montrer que ¢ est strictement positif, il suffit d’aprés (25) de prouver la
relation suivante :

_ — 1), [svausye
ys — (y1y2 — 1),/ BEE

[usuaysye
y3+ys+ Vi

Or déduire (28) de (22) revient & démontrer :

(28) t=

Y1Y3Ye
Y2Y4Ys

Ye
=1—1y1ys— " + y3(y6 — y1),

(29) (1-y2(ys+ya+ys)+ y4(yi3 + y5))

et le membre de droite de cette équation s’écrit, en remplagant yg par sa
valeur compte tenu de (23) :

n Ys Y1Y3lYe
1- — Y+ (1+ = —ya(ys + 45))4 [ /™.
(1 - 9192 — =) +( s ya( ) —

Cette expression est égale au membre de gauche de (29), puisque la combi-
naison de (22) et (23) donne :

- 1Y3Y6
_u (u—y2y4+y4y5) 1YsY6

1- .
ny Y2 Y3 Y2Y4Ys
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On a donc montré que ¢ est strictement compris entre 0 et 1. Il reste a
vérifier que le point (z1,...,z4) appartient & Q3, et 3 démontrer les deux
derniéres relations de la proposition. On commence par exprimer ¢ de la
maniére suivante, en utilisant les équations (22) et (27) :

n Y1Ys5Ye
30 t=">—+ -1 AL AL A
(30) (y3y4 )‘/ —

Les équations (27), (28) et (30) se traduisent respectivement par les égalités
suivantes, dans lesquelles les dénominateurs sont non nuls car (yi,...,%s) ¢

Y':
yoys—1 \/.7/2_1/3_1/5
niva—(1—-1) Y yivave’
(I1-t)ys—tys _ [ysvays¥s
nre-01-9  V nyp
ysys — 1 \/_1_15!17
tyr—y1 Y niteusys

Les deux premiéres égalités montrent que b(z) et a(z) sont strictement
positifs. De plus, le produit et le quotient des deux premiéres égalités, ainsi
que le produit de la deuxiéme et de la troisi¢éme, donnent :

. = y1((1 — t)ys — tys)(3oys — 1)
ya(nye — (1 =) (mya — (1 - 1))’
_ 52((1 = t)ys — tya)(yays — (1 - 1))
va(yryz — (1 - 1)) (v2ys — 1)
y1y2(ysys — 1)((1 — t)ys — tya) = yaya(rye — (1 — 1)) (ty2 — v1)-
De ces trois formules on déduit immédiatement d’une part les deux derniéres
relations de la proposition, et d’autre part 1’égalité (17). Enfin, Z2Z3=%124 egt

Tax3—1

—ypys. [TLVATE
égal & n yzf__t 293%8 d’aprés (27), donc strictement positif par I’hypothése
(24) : on a bien ¢(z) > 0. Il en découle que le point (z1,...,z4,t) appartient
a Q3 X]O, 1[.

Quant 3 la forme différentielle, son expression se déduit immédiatement
de la formule (30) pour ¢, et de la différentiation de cette méme formule qui

donne :

1
d*y Ad*ya Ad*y3Adt = 51 / YLYSYS 4% gy AdXyo Ad™ y3 A ((y3y4+1)dxy4
Y2Y3Ya

+ (yays — 1)(d*ys + d*g6))-

Ceci termine la démonstration de la proposition 8.
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Corollaire 5. On définit un automorphisme de 23x]0,1[ en associant &
(z1, T2, 3, T4, t) le point (2}, zh, 25, =}y, t') défini par les équations suivantes :

= (1 - z10a(z))t + b(z)(1 - 1),

(B )
73 = es(z1, 1 ., T4) ((1 - t?:.s,'l - tl))E A ('E(ll—_tz't;)

De plus, cet automorphisme change la 3-forme w3 Adt sur Q3x]0,1[ en son
opposé, on a :

RN (ETE

T3 tt!
1 -1)
co(dho- o170 = ealons---120) (1o 9)"

Démonstration : 11 s’agit du conjugué, par la bijection de la proposition 8,
de I'automorphisme de V3 qui échange y3 et yl—5 On peut aussi démontrer

ce corollaire par un calcul direct, sans utiliser la variété Vs.

Théoréme 3. Supposons que les diz entiers h, j, k,l,m,q,7,8,q+h—r,7+
j — s associés a@ ay,-..,ag sont positifs. Alors on a :

(g+h—=7)(r+1-q)J(a1,...,as) = 1! J(a1, a0, —5, 04, —:3, O6).

Ce théoréme est crucial dans la méthode de Rhin-Viola. Il s’agit de la
formule notée (4.1) dans [9] ; elle y est déduite de la représentation intégrale
d’Euler de la fonction hypergéométrique de Gauss et s’écrit :

I(h J?k l m7q7r) )
_ 1
T (@+h-r)(r+1-g)!

Démonstration du théoréme 3 : Le membre de gauche dans 1’énoncé du

hil!

I(q+h—r,j,k,r+l—q,m,r,q,s).

théoréme s’écrit, d’aprés le théoréme de Fubini et la relation - _.‘_‘3_’:1 ;=
1

Ltt—t)dt :
(0 + a) ta(e1-artas—astastas)(] _ t)%(a1+a2—aa+a4—as+as)

QaX]O,l[
X {1z rgdryes(z) ¥ eg(z) w3 A dt.
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La proposition 8 permet de transformer cette intégrale en I'intégrale sui-

vante (dans laquelle l'orientation de {3 vient de sa paramétrisation par
10,1P%) :

(a1 + ae) /ﬂ Y1 Y22 Y3 ygt ys° Ys W3
3

La proposition 7 et le changement de variables qui échange y; et yis (donc

ys et yia) en fixant y1, yo, y4 et ys prouvent que cette intégrale est invariante
quand on échange a3 et —os en fixant a;, ay, a4 et ag. Donc (¢+h—1)!(r+
I - q)'J(aa,...,as) lest aussi, ce qui termine la preuve du théoréme 3.

2.3. Le groupe de Rhin-Viola comme groupe d’automorphismes.
Notons Uj; le simplexe de dimension 7 défini par :

U3 = {(tl,-.-,ts) G]O,l[s, t]. + PR +t8 — 1}.
On considére sur U; la 7-forme différentielle 73 définie par :
N3 =dt; A--- Adiy,

dont on voit qu’elle est invariante au signe prés sous ’action naturelle de
Dg sur U3.

Sur Q3 x U3 on définit des fonctions z),...,2¢ qui & tout point (z,t) =
(z1,...,Z4,t1,...,1s) associent :

1 1
titatetr \ 2 totsizis \ 2
2z, t) =21 | — 2(z,t) =29 | ———
1(—-7 —) 1 < t5 t8 t2 t3 L] 2(—’ —) 2 t6t1t3t4 ’
1 1
tatetsty \ 2 Ltz o | 2
t) = ~— t)=z4 | ——
z3(z,t) = =3 ( ey ts) , za(z,t) = 24 (tst3t5t6 )

tatylgls
ti1tststy

On peut résumer les quatre premiéres équations sous la forme suivante, pour
ie{l,...,4}:

1
2 1
z5(z,t) = es(z1,...,24) ( ) , z6(z,t) = €e(x1,. .., Z4)(t1t2. .. 13) 2.

1
titivativslive |2
wlt) =5 (ti+4ti+7ti+1ti+2) -

Notons @ le groupe de Rhin-Viola, qui est isomorphe 4 K x G5 ou K
est I’hyperplan d’équation &; + --- 4+ &5 = 0 dans (Z/2Z)° (voir le para-
graphe 2.4). On le fait agir a gauche sur {2, ..., 2s, ;11-, ceny %} de la maniére
suivante. Si v € ® envoie a; sur g;a.(;), avec i € {1,...,5} et &; € {~1,1},
alors on pose v - z; = (z,,.(,-))f". Par ailleurs on pose 7y - 25 = 2.

Théoréme 4. Il existe un groupe H d’automorphismes de Q3 x Us (qui
fizent, au signe prés, ws A n3) et un homomorphisme de groupes surjectif
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w: H — ® tels que, pour tout f € H et touti € {1,...,6}, on ait :
zof=m(f)""z.
N.B. Les éléments de H sont des fonctions algébriques (au sens ou elles

sont définies par composition de fractions rationnelles et d’extractions de
racines).

Corollaire 6. La quantité suivante ne dépend pas du choiz de y € @ :

J(’Y(al)’ .. ,7(‘16))
V(R G) (k) y () y(m) (@) v (r) ()t
N.B. Comme @ est engendré par Dg et ¢ (voir le paragraphe 2.4), on peut
déduire directement ce corollaire du corollaire 4 (qui donne I'invariance par
Ds) et du théoréme 3 (qui donne I'invariance par ¢). La démonstration qui
suit fait le lien avec les automorphismes de Q3 x Us.

Démonstration du corollaire 6 : Le théoréme 4 montre que la quantité sui-
vante est invariante sous I’action de P :

(406 + 7)! / 271 25%25% 254 25% 25 w3 A 13
Q3 xUs
(TN ) ’ ot
= J(ay,...,06) e tutos ) 1k ¢l ¢ tg'tf, $u'duAns.
10,+00[xU3

En utilisant la relation A’ + --- + s’ = 4ag et le changement de variables
donné par t; = ut; pour tout ¢ € {1,...,8} on obtient :

J(a,...,a) / ettt Wy g Ky Ly m' g &yt & gyt . Aditf
10,+00[8

= A" K\ 18" T (- . ., a6)-

En divisant par la quantité h'!j"1k"\"'m/1¢Ir'1s' IR 51K Im!g!r!s!, qui est elle
aussi invariante par @, on conclut la démonstration du corollaire.

Démonstration du théoréme 4 : Pour v € Dg, notons f,, I’automorphisme
donné par P’action diagonale de y~! € Dg sur Q3 x Us. Pour ¢, on défi-
nit (X1,...,X4,T1,...,T8) = fo(Z1,...,%4,t1,-..,18) par les formules sui-
vantes, directement inspirées de celles du corollaire 5 et de ’action de ¢ sur
K,...,s:

T; =t; pour i€ {1,...,4}, Ts =ts, Tg=(1—z10(z))te + b(z)t7,

tel7 3

1 1 1
trTs | 2 1 t7T7) 2 (t7T6 ) 2
Xo=xo (228), X3= Xo=x4 [ 28
2T m (t6T7) °7 es(z1,...,74) (teTs R O
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On en déduit :

1
1 [t7T7\ 2
ES(Xh--',X‘i) = -1_,'; (-t%flT:) ’

1
tet7 \?
56(X1’ vee 7X4) = Eﬁ(zh .. ',3"4) ('172%7) .

Alors f, (respectivement chacun des f, pour 7y € Dg) est un automorphisme
de Q3 x U3 qui fixe au signe prés la forme différentielle w3 A7, et agit sur les
fonctions zi,. .., s, i, . ;1;, zg comme ™! (resp. 77!), c’est-a-dire qu’on
aziof, = ¢ 1.2 (resp. zio fy = 771-2) pour tout i € {1,...,6}. Notons H
le groupe d’automorphismes engendré par f, et les f.,. Chaque élément f de
H agit sur les fonctions z,...,zs, zl—l, R -21;, zg comme un unique élément
de ®, noté 7(f)~1. Cela termine la preuve du théoréme 4.

QUESTION : L’homomorphisme 7 ainsi construit est-il injectif ?

2.4. Lien avec la présentation de Rhin-Viola.

Dans ce paragraphe, on considére alternativement ej,...,a¢ (ainsi que
leurs combinaisons linéaires) comme des formes linéaires sur R® ou comme
des nombres réels. Dans ce deuxiéme cas, on suppose que les seize réels
h,j,k,l,m,q,r,s,h+l-—j,j+m—k,k+q—l,l+r—m,m+s—q,q+h—
r,7r+j— 8,8+ k— h sont des entiers positifs. Toutes les actions considérées
sont des actions & gauche.

Notons & le groupe formé par les permutations paires v de ’ensemble

3 dix éléments (ay,..., 05, —a1,...,—as) qui vérifient - (—oz) = —7- o
pour tout i € {1,...,5}. Tout tel élément induit une permutation v* de
’ensemble formé par les cinq paires {1, —a1}, -.., {a5, —as}. On définit

ainsi un morphisme de groupes surjectif de ® dans &5, dont le noyau K
est isomorphe a I’hyperplan d’équation €; + - - - + &5 = 0 dans (Z/2Z) : les
éléments de K envoient chaque ¢; sur (—1)%a;, ol €1,...,€5 € {0,1} sont
de somme paire.

On a une section de G5 dans ®, qui permet d’identifier ® au produit
semi-direct K x Sg relatif a Paction naturelle de &5 sur K. Tout élément
7 € ® agit sur (ay,...,a5,—0y,...,—as) par une permutation des indices
1,2,3,4,5, composée avec un changement de signe sur un nombre pair d’in-
dices ¢ € {1,...,5}. .

Cette action induit, par linéarité, une action de @ sur ’ensemble A; des
sommes de la forme &0 + - - - + €505 avec €1,...,&5 € {—1,1}. Sous cette
action, I’ensemble A; se décompose en deux orbites, chacune de cardinal 16 ;
celle qui servira dans la suite est I’ensemble A2 des sommes e1a; +- - - +€5a5
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ot le produit des ¢; vaut 1. Cette ®-orbite se scinde en deux Dg-orbites? A3
et Ay, chacune de cardinal 8.

Pour décrire ces Dg-orbites, on remarque qu’un élément gy03 +- - - + €505
de A3 est déterminé de maniére unique par ¢, .. .,£&4, qui sont quelconques
dans {-1,1}. Un élément de A, peut donc étre vu comme une somme
de 4 parmi les 8 termes a3, as, a3, a4, —ay, —a2, —az, —ay, de telle sorte
que pour chaque indice ¢ I’'un exactement parmi a; et —q; fasse partie des
4 termes retenus. Cette interprétation est compatible avec 1’action de Dg
sur ’octogone régulier dont les sommets sont les huit termes ci-dessus. Les
éléments de A3 correspondent alors aux choix de 4 sommets consécutifs de
cet octogone.

Les huit éléments de A3, quand on leur ajoute ag et qu’on les divise
par 2 (ce qui ne change rien i l’action de ®, qui laisse og invariant), sont
exactement les huit nombres h, j, k,l, m, q,r, s définis ci-dessus. L’action de
Dy induite sur h,...,s est celle dans laquelle la rotation d’un huitiéme de
tour envoie h sur j, j sur k, et ainsi de suite. Quant aux huit éléments de
Ay, ils correspondent aux “entiers auxiliaires” b', ', k', l',m/, ¢, 7', s' (voir le
paragraphe 2.1).

A Pinverse, on peut retrouver les o; a partir de 8 = h,...,fs = s par
les formules suivantes (ol on pose By = f1, B0 = P2 et ainsi de suite) :

1 .
@i = 5(Bi + Bi+s = Bita = Bigr) pour 1 <i < 4

_
2

1 < 4. .
ag = E(ﬁi + Bi+4 + Bis1 + Biss) est indépendant de i € {1,...,8}.

as (Bi + Bi+a — Bi+1 — Piys) est indépendant de i € {1,...,8};

L’action de ® sur ay,...,as,—ay,...,—as correspond au plongement de
® dans 2,9 donné dans [9] (quatriéme partie), puisque ’action sur as est
triviale et qu’on a les relations suivantes :

a; + ag = h + 1, noté u; dans [9),
az + ag = j + m, noté uy,
a3 + ag = k + g, noté uz,
ay + ag =1+, noté uy,
—ay + ag = m + s, noté us,
—a9 + ag = q + h, noté ug,
—a3 + ag = r + j, noté uy,

21e groupe diédral Dg se plonge dans & grice a I’action de Dg sur {a1,...,as5,—a1,...,—as}
définie au paragraphe 2.1.
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—ay4 + ag = s + k, noté ug,
as+ag=j+qg=1+s, noté ug,
—a5 + ag = k+r = h +m, noté u;g.

Adoptons les notations suivantes, cohérentes avec celles de [9] et celles
introduites ci-dessus. On note ¢ 1’élément de @ qui fixe oy, as et ay, et
échange a3 et —as (donc aussi —ag et aj). On note ¥ 'élément de Dg
qui correspond & la rotation d’un huitiéme de tour dans le sens direct : 9
envoie a; sur oy pour ¢ € {1,2,3}, a4 sur —a; et a5 sur —as. Enfin, on
note o I’élément de Dg qui échange o et —ay, ainsi que a et —a3; on a
g -5 = Q5.

11 est crucial de remarquer que ® est engendré par Dg et ¢. Une démons-
tration de ce fait se trouve dans [9]; on la reproduit briévement ici. Tout
d’abord, on remarque que les éléments 94, 9997, pdip et 9309400 ap-
partiennent & K, et agissent chacun en changeant le signe de quatre parmi
les cinq @;. On en déduit immédiatement que K est inclus dans le sous-
groupe de ® engendré par Dg et . En outre, ce sous-groupe est envoyé
surjectivement sur G5, car 9*¢* est un 5-cycle et ¢* est une transposition.
Cela montre que ce sous-groupe est ® tout entier.

A ay,...,06 et A tout 7y € @ on associe le quotient de factorielles suivant :
hljlklimlglrts!
300, ...,08) = - .
) = RO @)
On a alors, pour tout vy € ® :

J(o,...,06) =&(n;0n,...,a6) I (Y(er), - .., Y(a6))

Pour v € ¥, il peut y avoir des simplifications dans £(7y; @, ..., as). Rhin
et Viola appellent niveau de <y le nombre de factorielles présentes au numé-
rateur (ou au dénominateur) aprés ces simplifications (sans tenir compte
des simplifications dues & un choix particulier des paramétres oy, ..., as).
C’est le nombre d’éléments de A3 que 7y envoie dans A4 : le numérateur est
formé par les factorielles des éléments de A3 \ v A3, et le dénominateur par
les factorielles des éléments de A4 N - A3. Comme A3 et A4 sont stables
sous ’action de Dg, le niveau de « ne dépend que de la double classe DgyDs.
En particulier, les éléments de Dy sont de niveau 0, et ceux de DgpDsg sont
de niveau 2. Plus généralement, tout élément 7y s’écrit comme un mot en les
trois lettres @, 9 et o ; le niveau de <y est alors inférieur ou égal au double
du nombre minimal de ¢ qui apparaissent dans une telle écriture.

Le choix de parametres utilisé dans [9] pour obtenir la meilleure mesure
d’irrationalité connue est h =16, j = 17, k =19, =15, m = 12, ¢ = 11,
r=9,5s=13. Ncorrespond d a1 =3, a2 =1, a3 =2, a4y = -4, a5 = 0,
a¢ = 28. Au vu de ce choix, on peut essayer de suivre la méthode de
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Rhin-Viola en utilisant seulement le sous-groupe de ® formé par les v qui
fixent {as,—as}, de maniére a ne faire apparaitre dans la preuve que des
familles (o,...,a6) vérifiant as = 0. Toutefois, cela donne une mesure
d’irrationalité de {(3) strictement moins précise que celle obtenue par Rhin
et Viola.

Ce choix de paramétres semble complétement mystérieux. Zudilin a fait
de nombreux tests numériques [18] et n’a pas trouvé de meilleur choix;
en ce qui concerne ’exposant d’irrationalité de log(2) (qui peut se traiter
parallélement & ¢(2) et ¢(3)), Nicolas Brisebarre a essayé aussi [3] sans
plus de succés. Quand on considére les paramétres a;,...,ag, les valeurs
correspondant au choix de Rhin-Viola sont plus petites (sauf ag, qui joue un
role A part et n’intervient pas dans I’action du groupe), mais pas assez pour
rendre “naturel” le choix de ces valeurs. Un autre changement de parameétres
figure dans [18], ainsi qu’un lien entre les valeurs utilisées pour ¢(2) et pour

¢(3).

3. Une généralisation du groupe de Rhin-Viola 4 une famille
d’intégrales n-uples

3.1. Notations.

Dans toute la suite de ce texte, on désigne par n un entier supérieur
ou égal a deux. Soient @ = (ay,...,a,) et b = (by,...,b,) deux n-uplets
d’entiers relatifs, et soit ¢ un entier relatif. On note z = (z1,...,2z5) les
coordonnées d’un point de [0,1]", et par convention on pose Zp41 = 0.
Suivant Vasilenko et Vasilyev, on définit des réels do(z),...,0n(z) compris
entre 0 et 1 en posant do(z) = 1 et ky1(z) = 1 — Zx+10k(z) pour k €
{0,...,n — 1}. Enfin, on pose d,+1(z) = 1. On peut aussi définir les dx(z)
par la formule suivante, pour k € {1,...,n} :

k
Ok(z) = Z(_l)k_]$j+1 oo Thy
mrd

ou bien comme dans ’introduction par :

Ok(Z15. -, Tn) = &k(21,- .-, 2k) =1 — Tp(1 = Tp—1(1 = - - (1 — 1))
On a alors la propriété suivante :
" (31) Ok+2 — Tk+10k(z) = (1 — T42)0k+1(z) pour tout k € {0,...,n —2}.

On note w la n-forme différentielle sur [0,1]* définie par w = %.

On considére, pour n > 2, des intégrales (éventuellement infinies) :

(32) I(a,b,c) = /

on(z)™° H 2% (1 — z5) % w.
(0,1 k=1
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Proposition 9. Posons, pour tout k € {1,...,n} qui a la méme parité que
n, avec la convention ap = —1 :
- n-k
ar = Qg+ ———+ b;.
je{ky'"vn}
j=n mod 2

Alors lintégrale I(a, b, c) est finie si, et seulement si, les conditions suivantes
sont réalisées :
(33) c¢< . nlun Gy et, pour tout k € {1,...,n}, ax >0 et by > 0.

b oy

Cette proposition est un cas particulier de la proposition 13 qui est dé-
montrée dans la quatriéme partie de ce texte.

Pour retrouver la formulation classique de ces intégrales (par exemple
pour n = 2 et n = 3), il convient de poser £ = 1 — =z, y = 72, z = z3 et
ainsi de suite (on peut aussi inverser z et y). On a alors dz(z) = 1 — zy et
03(z) = 1-2z(1—=zy); l'utilisation de 1 -z comme premiére variable permet
d’avoir des formules plus symétriques dans la définition des dx(z) donnée
ci-dessus et dans celle de la transformation 1 ci-dessous.

Comme dans I’ensemble de ce texte, on suppose dans cette partie que les
exposants (ici @i,...,0an,b1,...,bn,c) sont entiers, mais tous les résultats
(sauf bien sir ceux du paragraphe 3.5) se généralisent au cas ou ils sont
complexes.

3.2. Définition des transformations.
Pour tout automorphisme g de Z2"1, on note :

g(ala «eryOn, bla see 7bmc) = (g(al), cee 7§(aﬂ), g(bl), ce- ag(bﬂ)’ g(c))

Alors § est essentiellement la transposée de g; I’anti-isomorphisme qui a g
associe § est le méme que celui qui consiste 4 mettre en caractéres gras dans
les articles de Rhin-Viola. La notation g signifie que I’on pense & g comme &
une permutation des lettres ay,...,an,b1,...,bn,c (ou, plus généralement,
a une application qui envoie chacune de ces lettres sur une combinaison
linéaire de lettres).

Tout sous-groupe G de GLgn+1(Z) agit naturellement & gauche sur les
(2n-+1)-uplets (a, b, ¢) vus comme points de Z2"*+1, et 4 droite sur les mémes
(2n + 1)-uplets vus comme familles de formes linéaires sur Z?**1. On note
g quand on considére cette deuxiéme action; on a gg’ = ¢'g, si bien que g
agit & gauche.

N.B. La méme distinction entre g et g est également utilisée dans les qua-
triéme et cinquiéme parties de ce texte. Dans les deux premiéres parties, on
notait simplement g les éléments du groupe de Rhin-Viola, dont on consi-
dérait des actions a droite ou & gauche.
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Proposition 10. Notons o Uautomorphisme de Z2"t! tel que G échange

ay et be, ainsi que a2 et by, et fize les autres coordonnées. Alors on a, pour
tout (a,b,c) € Z2*+1 :

I(g,b,¢) = I(a(g, b,c)).
N.B. En particulier, si (g, b, ¢) vérifie les conditions (33) alors o(a, b, ¢) aussi.

Démonstration de la proposition 10 : Considérons le changement de va-
riables (encore noté o) de [0,1]" dans lui-méme qui envoie z; sur 1 — z3,
zg sur 1 — x; et qui fixe zx pour tout k € {3,...,n}. Alors o change la
forme différentielle w en son opposé; on en déduit immédiatement le ré-
sultat, grace au théoréme de changement de variables dans une intégrale
multiple (voir [4], chapitre 1, paragraphe 4.10).
N.B. Le changement de variables o est involutif, préserve le facteur
H::l (Dk(l - zk)

on(z) ’
et vérifie 0;(o(z)) = z2 et 0 (o(z)) = di(z) pour tout k € {0,...,n+1}\
{1}. En fonction des variables z, y, ..., utilisées couramment, il s’agit de la
transformation qui échange z et y en fixant les autres variables.

Proposition 11. Notons v 'automorphisme de Z*"*! défini par :
Y(ak) = any1-k pour tout k € {1,...,n},
"Z(bl) =ap-1+bs —c,
(b)) = bpyo—k pour tout k € {2,...,n},
¥(c) = ag + by — by.
Soit (a,b,c) € Z2"*+! un triplet tel que :
(34) ak + bpy1 = agy2 + by pour tout k € {1,...,n — 2},

cette condition étant supposée remplie si n = 2. Alors cette condition est
aussi vérifiée par ¥(a,b,c), et on a :

I(a,b,c) = I(¥(g, b, ¢))-

N.B. En particulier, si (a,b,c) est un tel triplet qui vérifie les conditions
(33) alors 7(a, b, c) aussi.
N.B. L’hypothése (34) signifie que ax + ar41 + br41 ne dépend pas de
ke{l,...,n—-1}
Démonstration : Notons 9 I’application de [0,1]" dans lui-méme qui & £ =
(z1,...,zn) associe ¥(z) = (X1,...,X,) défini par :

X, = Zntikni(@)

our tout k € {1,...,n}.
Srok@ th--om}
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La relation (31) et les conventions d,41(z) = 1 et £n+1 = 0 montrent qu’on
a:

1- X, = (1 — Zn+2-k)0n+1-k(Z)
6n+2-k(§)
En outre, on voit que

6’:('/’(&)) = 6n+1-—k(§) pour tout ke {07 R 1}

Il est alors immédiat de vérifier que 9 transforme l'intégrande de I(a,b,c)
en celle de I(9(g, b, ¢)). La condition (34) assure que les facteurs dz(z), ...,
0n-1(z) apparaissent avec un exposant nul. Pour conclure la démonstra-
tion de la proposition 11, il suffit de montrer que 1 laisse stable la forme
différentielle w, au signe prés. Cela découle immédiatement de la relation

(35) doyA---Add = (—1)k51(_ﬂ_:_) ----- Ok—1(z)dzy A -+« Adxy,

valable pour tout k € {1,...,n}, et du lemme suivant (utilisé avec k =
n — 1), dans lequel on considére les §;, ainsi que les coordonnées X, ...,
X, de ¥(z), comme des fonctions de g :

pour tout k € {1,...,n}.

Lemme 1. Pour toutk € {0,...,n—1} ona:
6n(§)6n—1(§) ceeOp_k41 (Q)an A---AdX,y
= (-1)**1 X, Ao AdXgy2 AdBp_g A--- Ad6,.

Démonstration du lemme : Pour k¥ = 0, cette formule provient de la re-
lation 1 — X; = 6&,(z). Supposons que cette formule est vraie pour un
indice k € {0,...,n — 2}, et démontrons-la pour k + 1. Les n — k fonctions
Xnye oy Xkt3y On—k(2) Xk42, 0n—k—1(z) ne dépendent que des n — k — 1 va-
riables z1,...,%Zy_k_1, doncon a :

On—k(z)dXp A--- A dXk42 Addp_g—1
= —Xg42dXp A+ - AdXp43 Adp—g Addp_g—1.
En écrivant 0p_g_1(z) = 1 — Xg420p—k(Z), on en déduit :
On—k(2)dXn A+ -AdXp2Addp—k = —dXp A - - AdXg43AdOp_g—1 AdOp_g.

Cette relation permet de terminer la démonstration du lemme par récur-
rence.

N.B. Ce changement de variables 1 est involutif, et préserve le facteur

i zx(1—2k)

_LW___

N.B. L’hypothése (34) est nécessaire et suffisante pour que le changement
de variables 4 transforme I(a, b, c) en une intégrale de la méme forme. Sans
cette hypothése, des facteurs d2(z),...,0n—1(z) apparaissent au dénomina-
teur; c’est ce qui conduit 3 introduire la famille plus générale étudiée dans
la quatriéme partie de ce texte.
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Il est facile de calculer 'ordre de la transformation o o % ; on voit que
c’est cinqg si n = 2, et quatre si n > 3. Comme o et 9 sont involutives, elles
engendrent un groupe diédral d’ordre 10 ou 8 (respectivement). De plus,
o) est le changement de variables qui fixe les n — 1 premiéres coordonnées
et remplace z,, par }7—%‘ On retrouve ainsi, pour n = 3, le changement de

variables utilisé par Beukers [2].

Proposition 12. Notons ¢ l’automorphisme de Z?>"+! défini par :
@(ak) = ax pour tout k € {1,...,n —2} U {n},
@(bg) = by, pour tout k € {1,...,n — 2},
P(an-1) =¢,
@(bp-1) = bp—1 + an-1 — ¢,
@(bn) = by +an-1—c,
@(c) = an-1.
Alors on a, pour tout (a,b,c) € Z?"t! qui vérifie les conditions (33) et tel
que c et an—1 + bp—1 — ¢ soient positifs :
Gp—1'bn—1!
c(an-1+by—1 — )

Démonstration : Supposons que les conditions (33) sont réalisées, et que ¢
et an—1 + bp—1 — ¢ sont positifs. On a pour tout 8 € C\] — 0o, —1] :

Lot (1 = zpg)Pt d
/o 1+ Bzn_y)ett !
_ an_1'bp_1! 1 :Ef,_l(l - :L‘n__l)“"‘l"'b""l—c
" MNap-1+bp—1 —)! /0 (14 Bzp_q)sn-1+1
Rhin et Viola déduisent ([8], troisiéme partie) cette formule de la repré-
sentation sous forme d’intégrale eulérienne de la fonction hypergéométrique
de Gauss (ils I'utilisent si |8] < 1, mais elle est vraie pour toute valeur de
B € C\] — 00, —1] par prolongement analytique). On peut aussi la démon-
trer par un changement de variables qui figure dans [5]. On utilise cette
formule & z;,...,%Z,—2, 2z, fixés, avec f = z—"f"fffﬁ)-. On multiplie les deux

I(a,b,c) = i (¢(a,b,c)).

dzn_l .

membres par z2*(1 — z,,)% ¢! Hz;f k(1 - zx)%dz; ...dz,_odz, et on
intégre de 0 a 1 par rapport & zj,...,Zn—2,Tn, €0 remarquant qu'on a

(1 = z,)(1 + Bzp—1) = dn(z)- Cela donne le résultat.

3.3. Action du groupe.

On souhaite faire agir sur une famille d’intégrales le sous-groupe de
GL2p+1(Z) engendré par o, 9 et . Pour cela, on suppose que (g,b,c),
ainsi que tous les éléments de son orbite sous 1’action de ce sous-groupe,
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vérifient les conditions (34) de la proposition 11. Ceci revient 3 faire les
hypothéses suivantes sur (g, b,c) :
aucune hypotheése si n = 2,
(36) a1 +b=a3+b3sin=3,
ag = by et b, =cet ap + bgyr) = g2 + bry2
pour tout k € {1,...,mn —2} sin > 4.

Notons € le sous-Z-module de Z2**! formé par les (2n+1)-uplets vérifiant
ces conditions. Il est de rang cinqsin = 2, sixsin = 3,et n+1sin > 4 (car
les n relations qu’on impose si n > 4 sont indépendantes ; on peut le vérifier
directement, mais cela sera démontré au paragraphe 3.4). Pour (a,b,¢) € €,
les conditions (33) de convergence se réduisent, si n > 4, aux conditions
suivantes :

(37) ag > 0 et by > 0 pour tout k € {1,...,n}.

Comme o, 9 et  laissent £ stable, ils induisent des automorphismes de £,
encore notés g, 9 et ¢. On note G le sous-groupe de Aut(€) engendré par ces
trois automorphismes. On montre au paragraphe 3.4 que G est isomorphe
a (63 x G3) X Z/2Z si n > 4, et qu'on retrouve les situations considérées
par Rhin et Viola si n = 2 ou n = 3. C’est pourquoi on suppose, dans la
suite de ce paragraphe, qu'on a n > 4.

Notons £* I’ensemble des (g,b,¢) € € dont tous les éléments de la G-
orbite vérifient les conditions (37) de convergence. La discussion qui suit
le théoréme 5 montre que (g, b,c) appartient 4 £* si, et seulement si, ’en-
semble suivant est formé de nombres positifs :

{ah'" 7an7b1" --abman—l +bn—l — ¢ 0n-1 +b —1 — Gn, a2 +b3 - b27

az+b3—ay}sin>5,

{a1,...,a4,b1,...,b4,a3 + b3 — c,a3 + b3 — a4,a2 + b3 — by, a2 + b3 - ay,
a1+ay—caz+b—ca3+c—bya3+c—a1}sin=4.
A tout (a,b,c) € £ et & tout g € G on associe, sin > 5 :

E( b C) a,._l!ag!bn_l!bg!

;a,b,¢) = — — — —.
HEHI (Gan-1)1(302)!(350—1)!(G50)!

Si n = 4, on ne répéte pas le facteur b3, c’est-a-dire qu’on pose :

. _ a3!a2 !b3!
6505 = GarlGan) G

Théoréme 5. Pour tout (a,b,c) € ET et tout g € G on a (avecn > 4) :
I(g,b,c) = £(g; 8, b, ¢) I(g(g, b, ¢)).
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Démonstration : 11 suffit de constater que d’aprés les propositions 10, 11

et 12, le quotient an—lf a%;%:.c-ﬂba! est invariant (si n > 5) sous P’action de o,
P et . Si n =4, il en est de méme avec le quotient aIa i’z%’:a!.

Dans la suite de ce paragraphe, on omet les arguments a, b, c de §.

Pour tout v € D4 et tout g € G on a £(vg) = &(g) car ¥ permute les -
facteurs du numérateur , et aussi ceux du dénominateur (par exemple au
dénominateur de £(7g) on a 7g(an-1) = §(7(an-1)) qui est g(an—1) ou
g(a2)). Donc £ est constant sur chaque classe de G modulo Ds. On montre
au paragraphe 3.4 que G est d’ordre 72; il y a donc 9 classes modulo Djy. Les
valeurs de £ en ces 9 classes sont deux & deux distinctes (comme le prouvent
les expressions ci-dessous), quand g, b, ¢ sont suffisamment généraux. Ceci
montre que Dy est exactement ’ensemble des v € G tels que £(7) = 1 (pour
a, b, c génériques).

Quand n > 5, il y a une classe (modulo D) de niveau 1, quatre de niveau
2 et quatre de niveau 4 :

¢(Id) =1,
€)= Tt s =g
)= bz!(aﬁ!z!— by)!’
E(poy) = Gn_1'bp_1!

7
an!(an-1 +bp—1 — ayn)!
an_l!az!bn__ﬂba!

$OYe) = e + b5 — b2)l(am—1 + bas — OV
$edeo) = e + Z: :1:3"?2:'11) ?ib -1
$eveod) = in;:i‘:Z)T';;l)l'Izi'a + b3 — by)!”
E(pyppopo) = Gn-1l0z n-1 !

aplay!(an—1 +bp—1 — a,,)!(az + b3 — al)!'

Quand n = 4, il y a une classe (modulo D;) de niveau 1, quatre de niveau
2 et quatre de niveau 3 :

¢(ld) =1,
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£(p) = ﬁ::!_-cﬁ,
E(py) = bﬂ(@?:l— -
§(pypo) = al!(a;i!Z!— =
o) = “4!62!2:‘-2:?— bo)!’
E(pypopo) = a3las!bs!

aslayl(ag +c—ay)!’

Les propriétés de ¢ sont les mémes que dans [8] et [9] (on suppose que les

paramétres g, b, ¢ sont génériques) :

— Pour chaque g € G, le numérateur et le dénominateur de £(g) sont le
produit d’'un méme nombre de factorielles, appelé niveau de g.

- La somme des entiers dont les factorielles apparaissent au numérateur
est égale & celle des entiers dont les factorielles apparaissent au déno-
minateur.

— Les entiers dont les factorielles apparaissent au numérateur appar-
tiennent aux Djy-orbites de a,—; et b,—;. Ceux dont les factorielles
apparaissent au dénominateur appartiennent aux G-orbites de a,_; et
bn—1, mais pas & leurs Dy-orbites.

Une différence par rapport aux cas n = 2 et n = 3 est que pour n > 4
les G-orbites de a,—1 et b,—; sont distinctes. En outre, pour n = 2 et
n = 3 la G-orbite de a,,_; est 1a réunion de deux orbites de méme cardinal
sous laction du groupe diédral associé, alors qu'ici la situation est plus
compliquée. Pour n > 4, la G-orbite de a,—; est de cardinal 6, et se scinde
en deux Dy-orbites : 'une de cardinal 2 (formée de a,_1 et a3), 'autre de
cardinal 4 (formée de ¢, b2, a1,a,). Si n > 5, la G-orbite de b,—; est aussi
de cardinal 6, et se scinde également en deux Dy-orbites : I'une de cardinal
2 (formée de b,—; et b3), l'autre de cardinal 4 (formée de a,—; + bp—1 —
c,az + b3 — b,a3 + b3 — ay,an_1 + bn—1 — ay).

Quand n = 4, la G-orbite de b3 est de cardinal 9, et se scinde en trois

Ds-orbites : 'une est réduite a b3, et les deux autres sont de cardinal 4,
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formées respectivement de a3 + b3 — c,az + b3 — by, a2 + b3 —a1,a3 +b3 —ay
et de ay + a2 —c,as + by —c,a3 +c—by,a3 +c— a;.

3.4. Structure du groupe G.

Dans ce paragraphe, on étudie la structure du groupe G défini au para-
graphe précédent. Pour n = 2 et n = 3, on retrouve exactement les situa-
tions considérées par Rhin et Viola. Pour n > 4, on détermine la structure
de G en le faisant agir par permutation des coordonnées sur une variété -
(dans le méme esprit que dans les deux premiéres parties de ce texte).

Théoréme 6. Le groupe G est un groupe fini, isomorphe :
- a6 G5 st n =2, donc d’ordre 120,
- ¢ Hx G5 sin =3, donc d’ordre 1920 (on note H Uhyperplan d’équation
g1+ ---+¢e5 =0 dans (2/2Z)3);
- 6 (63 X 63) XZ/2Z sin > 4, donc d’ordre 72 (on fait agir Z/2Z sur
G3 x G3 par permutation des deuz facteurs).

N.B. Pour les applications arithmétiques, ce qui compte est 1'indice dans
G du sous-groupe formé par les g € G tels que £(g;a,b,¢) = 1 pour tout

(a,b,c) € E*. Cet indice vaut 12sin =2, 120si n = 3 et 9si n > 4 (d’aprés
le paragraphe précédent).

La suite de ce paragraphe est consacrée a la démonstration du théoréme 6,
et 4 une étude un peu plus détaillée de chacun de ces trois cas.

Dans le cas n = 2, posons z = x5 et y = 1 —z;. Alors la transformation o
est exactement celle de [8], et 4 correspond, avec les notations de [§], 4 Too
(i.e. = 6T, ou T est le T en caracteres gras de [8]). Donc le groupe engendré
par 9 et o est le méme que celui engendré par 7 et o; il est isomorphe
au groupe diédral Ds. Quant a la transformation hypergéométrique, celle
notée ¢ dans [8] correspond au cas particulier n = 2 de la transformation
xr définie dans la proposition 15 (voir le paragraphe 4.2). Alors que cette
transformation @ échange a; =i+ j et as =1 + h en fixant a;, a3 et a4,
le cas particulier n = 2 de la transformation ¢ de la proposition 12 échange
oy = h+1 et a5 en fixant as, a3 et ay. Mais le groupe engendré par Ds et ¢
reste le méme ; il est isomorphe 4 G5. Plus précisément D5¢pD5 est le méme,
car ces deux transformations ¢ sont de niveau 2. Par ailleurs, les conditions
(36) sont vides quand 7 = 2 : on retrouve exactement la situation considérée
par Rhin et Viola.

Dans le cas n = 3, posons £ = 3, y = 1 — z; et z = z3. Alors les
transformations o et ¢ sont exactement celles de [9], et 9 correspond, avec
les notations de [9], & 92 o o (ce qui signifie que ¥ = 592). Le groupe
engendré par 9 et o est donc le méme que celui engendré par o et 92 il est
isomorphe au groupe du carré Dy. Le groupe G =< a,%, ¢ > est donc égal
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au sous-groupe de ® = < 0,9, ¢ > engendré par o, 92 et ¢. Or on remarque
que ce sous-groupe est ® tout entier, car ¥ € Aut(€) est donné par

(38) 9 = (poopo) e, cest-a-dire § = §(6p9P5H)?,

ot J est I'application notée ¥ dans [9]. Ainsi, G est isomorphe & ®, donc &
H x &5 (voir le paragraphe 2.4 ci-dessus).

De plus, quand n = 3, la contrainte (36) est exactement I’hypothése -
Jj+q =1+ s de[9]. On obtient donc exactement la situation considérée
par Rhin et Viola, & une exception prés : le groupe diédral engendré par
o et 1 est d’ordre 8, alors que celui engendré par o et ¥ est d’ordre 16.
Avec la présentation adoptée ici, il n’est pas clair a priori que I'élément
Y € G défini par (38) provienne d'un changement de variables. On peut
cependant s’en douter en calculant £(¥;a,b,c) et en voyant que c’est 1
quels que soient a,b,c; il est alors facile par identification de trouver le
changement de variables en question.

Cette ambiguité sur le groupe diédral n’apparait ni pour n = 2, ni pour
n > 4. En effet, dans ce dernier cas, on a montré au paragraphe 3.3 que
Dy =< 0,9 > est exactement 'ensemble des g € G tels que €(g;a,b,c) =1
pour tous g, b, c.

On aimerait obtenir un groupe dont la structure soit de plus en plus
riche quand n augmente; ici, le théoréme 6 montre qu’on n’y parvient pas.
Pour enrichir cette structure, il faudrait probablement chercher du coté de la
transformation hypergéométrique. En effet, on utilise seulement une formule
en une variable zx, et cette formule n’est exploitable que si un seul facteur
du dénominateur dépend de zj :

/1 zf(1 — :z:k)b dzp, a'd! /1 zi(1 - zk)a+b—c dz
o (L+Bzk) 1+Bz) cla+b—o)lJy (1+Bz)* (14 Bzx)

Une formule analogue, dans laquelle le dénominateur serait un produit de
plusieurs facteurs distincts, pourrait étre appliquée & z pour d’autres va-
leurs de k que ¥ = n — 1 (qui donne ¢ & la proposition 12) et k = n
(qui donne 7, et xk, voir les propositions 15 et 18). Elle permettrait aussi
d’obtenir un analogue de @, c’est-a-dire une transformation hypergéomé-
trique par rapport a la variable z,_;, pour les intégrales considérées dans
les quatriéme et cinquiéme parties de ce texte.

Une autre direction est de chercher quelles contraintes on met sur les
paramétres : plus on met de contraintes et plus on a de chances que le
groupe de transformations obtenu soit gros, mais moins I’étude de la va-
luation p-adique des £(g; g, b, ¢) fournira d’informations. Par exemple, si on
considére uniquement le cas ol les 2n 4 1 exposants sont égaux, alors les
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transformations o, 1 et ¢ sont triviales (voir aussi la remarque qui suit la
proposition 15).

Il y a peut-étre une direction dans laquelle le présent travail a une chance
d’étre exhaustif : c’est la recherche de changements de variables qui pré-
servent la forme de l'intégrale. Précisément, on peut espérer une réponse
positive aux questions suivantes :

QUESTION : Soit g € GL(Z?"*!) tel que
I(a,b,c) = I(g(a,b,c))

pour tout (a,b,c) € Z2"+1, A-t-on nécessairement g = Id ou g = o, lorsque
n > 3?7 Quand n = 2, g appartient-il nécessairement au sous-groupe (d’ordre
huit) engendré par 9 et o ?

QUESTION : Soit g un élément de GL(Z2"*!) qui vérifie
I(a,b,c) = I(g(a, b,c))
pour tout (g, b,c) € Z2*1 tel que
ak + bg+1 = agq2 + bry2 pour tout k € {1,...,n — 2}

Lorsque n # 3, g appartient-il nécessairement au sous-groupe (d’ordre huit)
engendré par 9 et 0 ? Quand n = 3, appartient-il nécessairement au sous-
groupe (d’ordre seize) engendré par 9 et o ?

N.B. Si on restreint ces questions aux éléments g € G, la réponse est positive
puisque la contrainte sur g implique £(g; @, b, ¢) = 1 pour tout (a,b,c) € £*.

Considérons, dans toute la suite de ce paragraphe, le cas n > 4.

Soit (a, b, c) un (2n+ 1)-uplet vérifiant les conditions (36). On pose Ve =
2(ak + ak41 +bi41) pour k € {1,...,n— 1}; cette valeur ne dépend pas du
choix de k. On pose aussi :

Y =01 +082 — Voo = 01 + b1 — Voo,

v =a2+b — Voo = b1 + b2 — Voo,

Vg = ag—1 + bg — Voo = @41 + bp41 — Voo pour tout k € {2,...,n -1},

Up = an-1+ bp — Voo,

Untl = 0p—1+0p — V.

On a alors :
(39) v+ +rvy=vp_1+Vs+vpy1 =0.
Réciproquement, tout (n+3)-uplet (v, - . . , Un+1, Yoo) qui Vérifie les relations

(39) provient d’un (2n + 1)-uplet (a,b,c) qui vérifie les conditions (36),
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puisqu’on a :
1
0 = ven = vk pour fout k € {1,..., 7},

1
5 V0 pOU tout k € {1,...,n},

1 1
c=by=vp1tv,+ '2'Voo = —VUny1+ 'z'l/oo.

En outre, les conditions (37) s’écrivent :

by = Vg1 + v+

Voo 2 2u;  pour tout k € {1,...,n},
et Voo + 2k + 2043 20 pour tout k € {1,...,n}.

L’isomorphisme ci-dessus entre le sous-Z-module £ de Z?"+! défini par
les équations (36) et le sous-Z-module F de Z™*3 défini par les équations
(39) montre que € est de rang n+ 1. De plus, il permet d’identifier GL(E) et
GL(F). On peut expliciter ’action de G sur F ainsi obtenue : & fixe chaque
composante, sauf vy et v; qu'elle échange ; 1 échange vy, et vy, pour tout
k € {0,...,n+1}, et fixe vo ; @ fixe v pour tout &k € {0,...,n—2}U{n, 00}
et échange v,,_1 et vp41. On peut résumer cela par le diagramme suivant,
dans lequel 7 est la symétrie par rapport & la droite verticale :

V2 e e Vk s s “ee Vn+l—k “a e DY Vn_l
16

a
W <— n Vn Un+1

Tout élément v € G induit une permutation de ’ensemble formé par les deux
triangles {1, 11, v} et {¥n—1, Un, Un+1}. On définit ainsi un homomorphisme
de groupes surjectif de G dans Z/2Z. Son noyau contient entre autres &,
@, Y39 et PPy : il est isomorphe au groupe G3 x &3 des permutations de
I’ensemble 3 six éléments {vy, 11, V2, Vn—1,Vn, Vn+1} qui laissent stables les
deux parties {vg, 1,02} et {Vn—1,Vn,¥nt+1}. Le groupe G se plonge ainsi
dans Gg, et on voit qu'il est isomorphe a (&3 x G3) % Z/2Z. Le sous-groupe
de G engendré par o et 1 est isomorphe au groupe diédral d’ordre 8 il agit
sur le carré dont les sommets sont vy, Uy, V1, Vp41 (dans cet ordre). On voit
ainsi que 39 = 1o est d’ordre 4, comme le changement de variables dont il
provient.

Les exposants v, introduits ici sont & rapprocher des paramétres hy, ...,
hn42 utilisés par Zudilin [19]. Le lien est le suivant :

ho+1

Voo = E(h,o —_ 2) et v = — hn+2_k pour tout k c {0, - ,n+ 1}.
3
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Il y a toutefois une différence notable : ici, on considére seulement des
triplets (a, b,c) qui appartiennent a £. Cela signifie qu’a la condition

(40) ag + b1 = @42 + beyo pour tout k € {1,...,n—2}

qui apparait chez Zudilin on adjoint (si n > 4) les hypothéses az = b; et
b, =c.

Par une méthode assez différente de celle utilisée ici, Zudilin obtient [19]
un groupe de Rhin-Viola, isomorphe & G,42, qui agit sur I’ensemble des
paramétres (a, b, c) vérifiant (40). Il constate que pour n > 4 ce groupe
ne contient pas d’analogue de la transformation o qui échange z et y. Ici,
les restrictions supplémentaires a; = b; et b, = ¢ (qui se traduisent par
la relation (39)) permettent d’obtenir cette transformation o. En utilisant
les résultats de Zudilin, on voit que la famille I(a,b,c), paramétrée par
(a,b,c) € &, admet (si n > 4) un groupe de Rhin-Viola G' isomorphe &
((63 x 63) % Z/2Z) x Gp—4. Ceci améliore notre théoréme 6 si n > 6.
Ce groupe G’ fixe Voo, agit sur {vg,1,V2,Vn—1,Vn,Vn+1} comme G et sur
{vs,...,Vn—2} par toutes les permutations de v3,...,Vp—2. Les éléments
g € G tels que I(a, b, c) = I(¢'(a, b, c)) pour tout (a, b, c) € £ appartiennent
4 G : ce sont les éléments du sous-groupe engendré par 9 et o.

QUESTION : Peut-on démontrer que G’ est un groupe de Rhin-Viola pour
la famille I(a,b,c) paramétrée par £ en s’inspirant de la méthode utilisée
dans les deux premiéres parties ?

Pour répondre & cette question, la premiére étape est de considérer les
coordonnées suivantes, qui sont permutées par G’ :

1 —_
v = Ez‘1( T1)To

1—1x9
1-— _
"= E( 1:1)1?2(1 xZ),
Z1
yo = z1(1 - z2)(1 - z3)?
(1 - =z1)z,
" = (1- $k)il — Tky1) pour tout k € {3,...,n—2},
k
- nzn(l - :L'n)(]. - $n..1)2 6n—2(§)

_  Zn-1(1 = Za) bu—2(2)
n In 6n(£) ’




520 Stéphane FISCHLER

_ ZTn-1Tn
Ynt1 =7 1-z,

On—2(2)0n (z),

Yoo = 6n(.$.)_1 H k(1 — =),

k=1
avec €= (a1(1 - 21)z2(l — z)(1 — z5)7) 7/
= M - 2 _ -1/3
et 9= ) Zn-1(1 = Tn_1)2za (1 — z,)) "3,

Notons 2 'ensemble des points (yo, - - - , Yn+1, Yoo) € R*+3 ainsi obtenus
quand (zy,...,2Z,) décrit ]0,1[*, et V ’adhérence de Zariski de 2. Alors V
est incluse dans les hypersurfaces d’équations yy1y2 = 1 et Yp—1Yn¥n+1 =1
(c’est le role des facteurs € et n dans les formules ci-dessus). Le groupe
du carré (engendré par & et %) agit sur Q (donc sur V) en permutant
les coordonnées : & échange yo et y;, alors que 9 échange yx et yny1—k
pour tout k € {0,...,n + 1}. En outre, I'intégrande de I(a,b,c) apparait
comme un mondme en les n + 3 coordonnées en posant ay = %Vk pour
ke {0,1,2,n—1,n,n+ 1,00} et o = vk pour k € {3,...,n — 2}, car on

a:
n+1

n
6a(@)™ [] 22 (1 - =) = 93 T i
k=1 k=0
La variable yoo j’c.me ici le méme role que €¢ dans la partie 2 : elle corres-
pond au facteur I—-[-Elg—("g_%‘l, sur lequel le groupe agit trivialement.

3.5. Aspects arithmétiques.

Dans le cas n = 3, la contrainte j + ¢ = I + s qui est imposée dans
[9] pour obtenir une action intéressante de groupe permet d’obtenir des
formes linéaires en 1 et {(3), alors que sans cette hypothése {(2) peut aussi
apparaitre (voir [9], page 276). Le théoréme suivant [19] montre qu'il s’agit
d’un fait général; ceci démontre partiellement une conjecture de [15], et
répond A une question posée dans [6].

Théoréme 7. Soit (a,b,c) un (2n + 1)-uplet d’entiers relatifs vérifiant les
conditions (33) de convergence, et les conditions (34) de la proposition 11.
Alors I(a,b,c) est une combinaison linéaire, & coefficients rationnels, de 1

et des ((j) pour j entier, compris entre 2 et n, ayant la méme parité que n.
En particulier ce théoréme s’applique aux éléments de £, sous réserve que
les conditions de convergence soient vérifiées.
4. Une famille plus générale d’intégrales n-uples

Soient a = (ay,...,a5) et b= (b1,...,bs) deux n-uplets d’entiers relatifs,
et soit ¢ = (c2,...,cn) un (n — 1)-uplet d’entiers relatifs.
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Comme dans la partie précédente, on note dx(z) = 1—zx(1—zg—1(... (1—
z1))) pour z = (z1,...,2,) € [0,1]" et k € {1,...,n}. On considére les
intégrales suivantes, qui sont positives et éventuellement infinies :

Hz___l sz (1 - xk)bk dzl ,\ ERRWAY dzn

L avl_)’_ = )
@b = [ b Il @ e

4.1. Convergence.

Aux paramétres a,b, ¢ on associe des entiers g1, ...,0n+2 de la maniére
suivante. On pose gp42 = gnt+1 =0, g = cn — by, €t pour tout k € {1,...,
n—1}:

Ok = 0o +r —1—bg,
en notant at = max(a,0) et avec la convention ¢; = 1. On note aussi
&G=cpouri€{l,...,n—1}eté,=cp +1.

Dans ce paragraphe uniquement, on autorise I’entier n a valoir 1. Dans

ce cas, on pose g1 = —b; et g2 = p3 =0.

Proposition 13. L’intégrale L(a,b,c) converge si, et seulement si, les ax
et les by sont tous positifs ou nuls, et qu’on a pour tout k € {1,...,n}, avec
la convention ag =0 :

Ok < Gk—1-

N.B. On n’utilisera donc l'intégrale L(a, b, c) que quand les ay, et les by sont
tous positifs ou nuls ; en revanche, on a intérét a autoriser les cj, a étre éven-
tuellement négatifs, c’est-a-dire 4 ne pas développer une puissance de g (z)
qui figurerait au numérateur. En effet, dans certains cas, cela reviendrait a
écrire une intégrale convergente comme somme d’intégrales divergentes.

Démonstration : La convergence de l'intégrale résulte des deux lemmes ci-
dessous. Montrons la réciproque. Tout d’abord, s’il existe k tel que ax < —1
(respectivement by < —1) alors pour € > 0 assez petit on restreint 'intégrale
au domaine défini par zx € [0, €] (resp. zx € [1—¢, 1]) et z; € [}, 2] pour tout
j # k. Sur ce domaine, on a d,(z) € [;1,-, 1] pour tout p > 2, donc l'intégrale
est déja infinie. Supposons a partir de maintenant que les ay et les by sont
tous positifs ou nuls, et qu’il existe k € {1,...,n} tel que gy > 14+ax—;. Dans
un premier temps, supposons k > 2. Notons p le plus petit entier naturel pair
tel que gx4p < 0. Soit € > 0 assez petit. Restreignons-nous au domaine défini
par les contraintes zx_; € [€, 2¢], Tk, Tk+2, Tkt4s - - - » Thtp—2 € [1—2¢,1—¢],
et T; € [%, %] pour les autres indices i. Dans ce domaine, on a d;_;(z) >
1—2¢ d’ou &;(z) < ce pour tout i € {k,k+2,k+4,...,k+p—2} avec une
certaine constante ¢ > 0 indépendante de €. Par ailleurs, on a % <di(z) <1
pour tout 7 ¢ {k,k + 2,k + 4,...,k + p — 2}. L’intégrale sur ce domaine
est donc minorée, 4 une constante multiplicative prés (indépendante de

€), par € a la puissance ax_; + 1+ 2;”;02)/ 2(bk+2,- + 1 — Ck424), qui vaut
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ax—1 +1 — or < 0 (par définition de k et p). Comme ce minorant ne tend
pas vers zéro quand ¢ tend vers 0, I'intégrale L(a, b, ¢) diverge. Dans le cas
ou k = 1, on procéde de méme, en omettant la contrainte sur zx_; et en
utilisant la convention ¢; = 1 qui apparait dans la définition de g;.

Lemme 2. Supposons que les a;, et les by, sont tous positifs ou nuls, et qu’on
a ox < ag—y pour tout k € {1,...,n}, avec la convention ag = 0. Alors la
fonction &,(a, b, c) définie par '

én (g-’ b, Q) (_1_1:_) =

est bornée sur [0,1]".

=1 Tx (1 — )%
[Tk=2 Ok(z)%1

Démonstration : Ce résultat est vrai pour n = 1. Soit n > 2 tel que le
lemme soit vrai pour n — 1. On peut supposer é, > 2. Ona d,(z) > 1 -z,
et 0n(z) = 1 — T + TnTn-10n-2(Z) > Tn-10n—2(z), d'olt :
Sn(@)% 1 > (1 = 3)™00n0) (g, 8o (z)) (0"
On en déduit :
€n(a,b,¢)(z) < 22 (1 — zp)tnminCbren)g, (@, ¥, &) (21, - Tno1)s
en posant :
aj, = ay, pour tout k € {1,...,n -2},
Gp-y = 6n_1 — (ca — bs)T,
b}, = by, pour tout k € {1,...,n — 1},
¢ = ¢ pour tout k € {2,...,n— 3},
Chg =cn-2+(cn —bp)" sin >4,
c:l_l =cp-1—1sin>3.
On a alors g}, = g, pour tout k € {1,...,n—1} : par récurrence, £n—1(a/, ¥/, &)

est donc bornée. Comme on a &,(a, b, ¢) < én-1(a, b, c), cela termine la dé-
monstration du lemme.

Lemme 3. Pour tout entier p > 0, l'intégrale f[o,I]" gﬂj‘%‘-}%{%‘%—)ﬂmﬁ

est convergente.

Démonstration : On procéde par récurrence sur n; le cas n = 1 est clair.
Supposons le résultat vrai jusqu’a n — 1, avec n > 2. Alors il suffit de mon-

trer que f[ B1n (=lo f;nz)l);d::s:(';)"d’“ converge, car 13 ot 8,(z) est proche de

0 les 0k (z), pour k # n mod 2, sont minorés par une constante strictement
positive. On découpe le domaine d’intégration en deux. La ou 1 — z, <
xn—l‘sn—-2(ﬁ), on écrit Jn(ﬁ) = (1 - -Tn) + $nxn—16n—2($_) > znxn—l6n—2(§)
ce qui permet de majorer (— log(dn(z)))? par une combinaison linéaire de
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termes de la forme (— log(dn—2(z)))?* (- log(zn—1))??(— log(z,))?2. Comme

le probléme de convergence se pose quand z,, est proche de 1, on peut suppo-
(=log(zn))P3 . . . YL s .

ser que = est majoré par une constante; on en déduit immeédiate-

ment le résultat. Dans le reste de I’hypercube, on a 1 -z, > z,_10,-2(2), et

on écrit 0, (z) > 1—z,. Cette fois, on majore fol“”"-l"n—z(i) L:lﬂ‘li_l;_:’tmdz,.

par (— log(zn—10n—2(z)))P*, et on conclut de maniére analogue.

4.2. Définition des transformations.

Notons or, et 9, les automorphismes de Z3"~! définis comme suit : o7
échange a; et bo, ainsi que a3 et by, et fixe les autres coordonnées. Quant a
P, elle est donnée par les formules suivantes :

¥r(ak) = any1-k pour tout k € {1,...,n},
Pr(bk) = bny2_k pour tout k € {2,...,n},
PL(51) = @n-1 — (cn — bn),

YL(ck) = @n2—k + bnta—k + Cnt1—k — Bnt1-k — Gn—k
pour tout k € {2,...,n— 1},

Yr(cn) = a2 +bo — by.

Proposition 14. Pour tout triplet (a,b,c) € Z** 1 on a :
L(a,b,c) = L(¥L(a,b, c)) = L(or(a, b, c))-

Démonstration : On utilise les mémes changements de variables que dans
les preuves des propositions 10 et 11.

Proposition 15. Notons x, I’automorphisme de Z3"~! défini par :
- xr(ak) = ag pour tout k € {1,...,n -1},
XL (bk) = b pour tout k € {1,...,n — 1},
XL (ck) = ¢k pour tout k € {2,...,n — 1},

XL (an) = cn,
ﬁ(bn) = bp + ap — cp,
Xz(cn) = an.

Alors on a, pour tout (a,b,c) € Z3"! qui vérifie les conditions de conver-
gence de la proposition 13 et tel que c, et an + b, — ¢, soient positifs :

an'by! 1 L(xe(e,b,¢))-

L(a,b,c) =
CLD cn!(@n +bn —cn)
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Démonstration : Cela provient de la formule

1 zo (1 - a:n)b“
/o (1 = dp—1(z)zs)ont? dn

anlby! /1 & (1 — z,)nHon—cn dz,

T (O +bn —ca)! Jo (1= 0p_1(Z)Tn)o 1

en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 12.

N.B. En se restreignant aux (g,b,c) tels que ¢z = --+- = ¢p—1 = 0, on voit
que xr, agit sur les intégrales I(a,b,c) de la partie 3. En fait xz appartient
au groupe G défini au paragraphe 3.3. Quand n > 4, 'hypothése b, = ¢
qui apparait dans la définition de £ fait que le quotient de factorielles se
simplifie, et x, agit sur £ comme le changement de variables ¥o.

4.3. Action et structure du groupe.

Dans ce paragraphe, on suppose n > 3. Notons Gy, le groupe engendré
par or, ¥ et xr. Il agit sur 'ensemble & huit éléments {an,bys,cn,an +
bp — cn,a1,b,a1 + b1 — az,a3 + bz — b1} comme indiqué sur le diagramme
suivant, ot 9, est la symétrie par rapport a la droite verticale :

Cn (L’_L‘) Qn a az+b—by
_ tor i
an +bp—cn &5 by by a1 + b1 — ag

On a deux carrés : {an,bn,Cn,an + by — cp} et {a1,b2,a1 + by — az,a2 +
bz — b1}. On a alors un homomorphisme surjectif de Gy, dans Z/2Z, qui a
tout g € G, associe 0 si g fixe globalement chacun des deux carrés, et 1
si g les échange. Le noyau de cet homomorphisme est isomorphe 4 V x V,
ou V = Z/2Z x Z[2Z est le groupe de Klein (engendré par les symétries
par rapport aux médiatrices d’un carré). L’image de G dans Gg est donc
d’ordre 32, isomorphe & (V x V) % Z/2Z. Or l'action de G, sur cet ensemble
a huit éléments est fidéle; donc G, est d’ordre 32.

On peut résumer les constructions de ce paragraphe dans I’énoncé sui-
vant :

Théoréme 8. La famille L(a, b, c), paramétrée par (a,b,c) € Z3"~1, admet
un groupe de Rhin-Viola d’ordre 32, isomorphe & (V x V) X Z[2Z, qui est
engendré par deuz changements de variables oy, et Yy, et une transformation
hypergéométrique xy.



Groupes de Rhin-Viola et intégrales multiples 525

5. Des intégrales adaptées au développement en série entiére

Les intégrales considérées dans cette partie font apparaitre au dénomi-
nateur des facteurs 1 — ¥; ...y, et non des . C’est pourquoi il est plus
naturel de les développer en séries multiples. On montre qu’elles admettent
un groupe de Rhin-Viola isomorphe & celui du paragraphe 4.3. En outre,
au paragraphe 5.5 on exhibe un changement de variables qui relie ces in-
tégrales a celles considérées dans la partie 3 (et méme & une famille plus -
générale, définie au paragraphe 5.5). Comme application, on transforme les
intégrales considérées par Beukers, Vasilenko et Vasilyev en intégrales qui
se développent naturellement en séries.

Dans cette partie comme dans le reste du texte, on suppose que les ex-
posants sont entiers, méme si les résultats se généralisent.

5.1. Définition.

A tout point Y= (y1,---,¥n) € [0,1]", et & tout entier k € {0,...,n}, on
associe le réel ax(y) = 1192 - - . yx. De plus, on pose par convention y,4; =0
et an4 (2) =0.

Soient A = (A1,...,4n), B = (B1,...,Bn) et C = (Cy,...,Cy) trois
familles d’entiers relatifs.

On note @ la n-forme différentielle sur [0,1]" définie par :

dyr A---Adyn
(1-02(y) - 1-03(y)...(1 —om(y)

On considére les intégrales suivantes, qui sont positives et éventuellement
infinies :

W=

- [T y;:k(l — yi) B
Kl4.8.0)= ~ dy ... dyn.
4 ) o,r [Tk=2(1 — ax(y)) G+ Y1..-dYn

5.2. Convergence.

Dans ce paragraphe, on autorise 1’entier n & valoir 1. La condition néces-
saire et suffisante de convergence de l'intégrale K (4, B,C), dans laquelle
on suppose que les exposants sont entiers, est donnée3 par la proposition
suivante :

Proposition 16. L’intégrale K(A,B,C) est convergente si, et seulement
si, les Ag et les By sont tous positifs ou nuls, et qu’on a :

P P
ZC" < ZBJ- pour tout p € {2,...,n}.
k=2 Jj=1

Démonstration : La convergence de I'intégrale résulte des deux lemmes ci-
dessous. Montrons la réciproque, en supposant que les Ay, et les By, sont tous

3Noter Perreur, a ce propos, dans [6].
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positifs ou nuls, et qu'il existe p tel que Y7 _, Cx > 1+3°F_; B;. Soit € > 0
assez petit. Restreignons-nous au domaine défini par les inégalités 1 — 2e <
Yp<--<yp<y1<l-cetyp1,...,yn € [%,%] Sur ce domaine, on a ¢ <
B
1—or(y) < 2neet 1_1;,‘ D 2 % pour tout k € {2,...,p}, donc aé:—z’;)))—c%f
est minoré par ¢~ (Ck+1-Bk) 3 une constante multiplicative prés (qui est
indépendante de €). L’intégrale sur ce domaine est donc minorée par un

multiple constant de Bi+p- Z£=2(C’=+1‘B'=), qui ne tend pas vers 0 avec €.
Ceci démontre que 'intégrale K(A, B,C) diverge.

Lemme 4. Supposons que les Ay et les By sont tous positifs ou nuls, et
qu'on a 33} ,Cr < 3%, Bj pour tout p € {2,...,n}. Notons én(4, B,C)
la fonction dont K(A, B,C) est l'intégrale contre @ :

N Urk(L — yi) B
7, (1 — ax(y))C

Alors &,(A, B, C) est une fonction bornée sur [0,1]".

{n (_4.) .Q, g) (Q) =

Démonstration : Quitte & remplacer chaque Cy par Cy — Bg, pour k €

{2,...,n}, on peut supposer By = --- = By, = 0 (puisque 1 -y < 1—ax(y)
sur [0,1]"). De méme, en remplagant C, par C; — B;, on se rameéne i
By = --- = By = 0. On a alors C; < 0, donc l'inégalité 1 — az(y) <

1 — a3(y) permet de remplacer Cs par 0 et C3 par C2 + C3, qui est négatif
par hypothése. On peut donc itérer ce processus, pour se ramener au cas
ouBy=---=B,=0etCy =---=Cp_1 =0, avec C, < 0. Dans ce cas,
la fonction &, est évidemment bornée.

Lemme 5. L’intégrale

_ o dyi A---Adyn
K(.Q,(_).’ Q) = A,l]” /[;),1]" (1 — a2(g)) . (1 - as(g)) ----- (1 - an(_y_))

est convergente, et est égale a la série

1

ORI L LIS

Démonstration : Immédiat par développement en série entiére.

5.3. Définition des transformations.

Définissons deux automorphismes ox et A de Z31 de la maniére sui-
vante. La permutation Gk associée & ok (voir le début du paragraphe 3.2)
échange A; et A, ainsi que B; et Bs, en fixant les autres composantes.
Quant 3 ), elle est donnée par les formules suivantes (avec la convention
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C;=0):
_ n+l1-k
A(Ag) = E Bj — C; pour tout k € {1,...,n},
Jj=1
X(Bl) = Ap,

A(Bk) = Bpy2-k pour tout k € {2,...,n},
MCk) = Anto—k + Bpia_k — Any1-k pour tout k € {2,...,n}.
On a alors la proposition suivante :
Proposition 17. Pour tout (4,B,C) € Z3* ' ona :
K(4,B,C) = K(ox(4,B,C)) = K(\(4, B,C)).

Démonstration : Pour ok il suffit d’appliquer le changement de variables
qui échange y; et y» en fixant les y, pour £ > 3. Pour A on applique le
changement de variables noté également A, qui & y = (y1,...,Ys) associe
Y = (41,...,y,) défini (avec la convention ay41(y) = 0) par :

k71— an+2—k(y)

Qpyi— 1-Ynt2-

+11fi%¥z-3(§2 2 et 1-
ax(y') = any1-k(y) pour tout k € {1,...,n}. Pour voir que ) stabilise (au
signe pres) la forme différentielle @, il suffit de remarquer que da; A --- A
da, = a1(y)a2(y) ... an(y)dys A --- A dy, est fixée, au signe prés, par A.
Ceci termine la démonstration de la proposition 17.

pour tout k € {1,...,n}. Il vérifie 1 — g} =

N.B. On voit facilement que A et o sont d’ordre 2, et que leur composée
Aok est d’ordre 4 : le groupe engendré par A et ok est isomorphe au groupe
diédral Dy, qui est d’ordre 8. De plus, A\og A est le changement de variables
qui fixe les n — 1 premiéres coordonnées et remplace y,, par 171;'?@
Notons xx I’automorphisme de Z3"~! défini par :

XK (Ax) = Ak pour tout k € {1,...,n — 1},

Xk (Bk) = By pour tout k € {1,...,n— 1},

Xx(Ck) = Cj pour tout k € {2,...,n—1},

X—K(An) = Cm
X_K(Bn) = Ap + B, — Cy,
Xk (Cn) = Ap.

On a alors la proposition suivante, qu’on démontre de maniére analogue a
la proposition 15 :
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Proposition 18. Pour tout (4,B,C) € Z3"! qui vérifie les conditions
de convergence de la proposition 16 et tel que Cy, et A, + By, — Cy, soient
positifs on a :

An!By!
Cnl(Ap + B — Cp)!

5.4. Action et structure du groupe.

Dans ce paragraphe, on suppose n > 3. Notons Gk le groupe engendré
par ok, A et xk. Il agit sur ’ensemble & huit éléments {Ap, By, Cp, Ay +
By — Cy, By, Ba, Ay + By — Az, Ay + By — A;} comme indiqué dans le dia-
gramme suivant, ol A est la symétrie par rapport i la droite verticale :

K(AJ Ea Q) = K(XK (-A-’ —Bi, —Q))'

C, XA, B, Ay + By — A
. ok tox
A, +B,-C, & B, B, A, + By - A,

On a deux carrés : { Ay, Bp,Cp, Ay +Bp—Cp} et {B1, B2, A1 +B; — Ag, A2+
By — A;}. Considérons ’lhomomorphisme surjectif de Gx dans Z/2Z qui a
tout g € Gk associe 0 si g fixe globalement chacun des deux carrés, et 1
si g les échange. Le noyau de cet homomorphisme est isomorphe & V x V,
ou V est le groupe de Klein. Comme ’action est fidéle, on voit que Gk est
d’ordre 32, isomorphe & (V x V) x Z/2Z.

On peut résumer les constructions de ce paragraphe dans I’énoncé sui-
vant :

Théoréme 9. La famille K(A, B,C), paramétrée par (4,B,C) € Z3*7,
admet un groupe de Rhin-Viola d’ordre 32, isomorphe & (V x V) x Z/2Z,
qui est engendré par deuz changements de variables ok et A et une trans-
formation hypergéométrique x k.

QUESTION : Ce paragraphe ressemble beaucoup au paragraphe 4.3. Peut-
on trouver une explication a cette similitude ?

5.5. Lien avec les intégrales de Vasilyev.

5.5.1. Définitions. Dans ce paragraphe, on définit une famille d’intégrales
qui contient les I(a, b, ¢) de la partie 3 et qui correspond, par un changement
de variables, aux intégrales K(A4, B,C).

A tout point z = (z3,...,2,) € [0,1]" et & tout entier k € {0,...,n} on
associe le réel '

k
Di(z) =Y (1) ZaZn1- -+ - Tnji1.
Cs
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On a alors Dy(z) =1, Di(z) =1—z,, D2(z) =1 —25(1 — Zp-1), Dn(z) =
0n(z) et, pour tout k € {0,...,n} :

Dk(g"_) = 6k(£n+1—-k’ cee sy Tp-1, xn)
=1—-2p(1 = Zp-1(1 =+ (1 = Tn41-k)))-

En outre, on dispose de la relation de récurrence suivante :
Di41(z) = Di(z) + (-1)* ' 21 ... Tnt.
Soient @ = (ay,...,a), b= (b1,...,b,) et ¢ = (c2,...,cpn) trois familles
d’entiers relatifs. On note @ la n-forme différentielle sur [0, 1]* définie par :

[kege,...n—2} poie Pk(Z) dzy A--- Adzy,
er{3,...,n—1} impair Dk(g) Dﬂ(g)

On considére des intégrales de la forme suivante :

w=

H;::l x:k (1 - xk)bk ~
J(a,b,c) =
(@.bg o1 Ile=2 Dr(z)%

Les intégrales J(a, b, ¢) sont une généralisation des intégrales I(a, b, ¢) consi-
dérées dans la partie 3, puisqu’on a Dy (z) = d,(z).

N.B. Le changement de variables défini par u; = zn-:l—i pour tout 7 €

{1,...,n} permet de transformer toute intégrale J(g, b,c) en une intégrale
de la forme

dui A --- Aduy,

/ ey gt (ux — 1)
Itoopr Tl Ok(u)

grace 3 la relation Di(z) = (=1)*ZpZp—1-- - -*Tnt+1-£0k (1) valable pour tout
k € {1,...,n}. Ces intégrales ressemblent 3 celles de la quatriéme partie de
ce texte, car elles font intervenir les d(«). Mais le domaine d’intégration est
différent ; cette remarque ne constitue donc pas une réponse a la question
posée & la fin du paragraphe 5.4.

5.5.2. Enoncé et démonstration du théoréme principal. Ce théoréme fait le
lien entre les intégrales J(a,b,c) définies ci-dessus et les intégrales
K(A, B, C) introduites au paragraphe 5.1. On le formule ici avec des expo-
sants entiers, mais il se généralise au cas ou les exposants sont complexes.
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Théoréme 10. Soit (a,b,c) € Z3"~!. Définissons (A, B,C) par les for-
mules suivantes (avec la convention ag =0) :

Ap = a@ny1-k pour tout k € {1,...,n},

By =an-1+by—cp—c3—---—cp,
Bi = byt pour tout k € {2,...,n},
Ck = ant1-k + bpy1-k — Ck — Ck41 — **+ — Cn pour tout k € {2,...,n} pair,

Cr =ck+ g1+ -+ + ¢p — Gp_k pour tout k € {3,...,n} impair.
Alors on a J(a,b,¢c) = K(4, B,C), c’est-g-dire :

HZ:I ‘”Z"(l - xk)b" Hk€{2,...,n-—2} pair Dy(z) dz;...dz,
[0,1]" ]-I;:=2 ‘Dk (Q)Ck er{3,.-.,ﬂ—1} impair Dk (—m-) Dﬂ(-x—)

= [Tk=1 y,‘?" (1 — yi)B*
[0,1]" HZ:z(l - ak(y_))Ck+l

Comme les fonctions qu’on intégre sont positives, I'une des intégrales
du théoréme est finie (i.e. convergente) si, et seulement si, ’autre ’est.
En particulier, ce théoréme permet (grace a la proposition 16) d’obtenir
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une intégrale de la forme
J(a, b, c) soit convergente.

dy; -..dyy.

Ce théoréme permet de traduire les hypothéses du théoréme de Zudilin
cité au paragraphe 3.5, donnant ainsi des conditions suffisantes sur (4, B, C)

pour que K(A, B, C) soit une combinaison linéaire, a coefficients rationnels,
de 1 et des ¢(j) pour j entier, compris entre 2 et n, ayant la méme parité
que n.

L’application linéaire (a,b,¢c) — (4, B,C) définie dans ce théoréme est
bijective, et sa réciproque est définie (avec la convention A; = B; =Cj =0
pour j > n) par :

ax = Ap41-k pour tout k € {1,...,n},

br = Bpy1-k pour tout k € {1,...,n -1},

by = By + B2 — (%,

Cp = Ak +Bk - Ak+2 —Ck - Ck+l pour tout ke {2, ,n} pa.ir,

¢k = Ck + Crq1 — Biy1 pour tout k € {3,...,n} impair.
Démonstration du théoréme 10 : Il suffit d’appliquer le changement de va-
riables défini par les formules suivantes :

Tp=Ynt1-pSip=n mod 2,

_ (1 — an—p(y))yn+1-p

et z, = si n mod 2.
P 1- an+1—p(ﬂ) p#
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On a alors :
1—Yn+1—p .
1—g, = ——2nti=P
Tp 1= onrip() sip#gn mod 2,
p .
et Dp(z) = H(l - ozj(g))(—l)ﬂrl pour tout p € {1,...,n}.
i=1

La réciproque est donnée par :

" = Dy—2(Z)Tnt+1-k
Dy(z)
et Yy = Tpy1—k pour tout k impair.

pour tout k pair,

On a alors :
| — g = Di—1(z)(1 = Tn41-k)
Di(z)

(-1)F
et 1 —ar(y) = (%_—Z:%—)-) pour tout k € {1,...,n}.
= k(Z

pour tout k pair,

En outre, ce changement de variables transforme @ en @, au signe prés. En
effet, on peut montrer par récurrence sur k € {1,...,n} larelation suivante :

HjE{l,...,k—-l} impair (1 - a](_y_))
[Liee,.. .k} poie (1 — a(%))?

Cela termine la démonstration du théoréme 10.

dza A Adzpy1—k = dy; A - Adyg.

5.5.3. Corollaires. On obtient comme cas particulier du théoréme 10 le
résultat suivant :

—zi)V

n N
Corollaire 7. L’intégrale f[0,1]" %dxl ...dz,, est égale, pour
tout N >0, a
H::]_ yllcv(l - '!/lc)N
[0,1]" Hk€{2,...,n} pair (1 —Y1-.-Yk
si n est pair, et @
/ [Tk=1 yllcv(l — )Y
[0)1]" (1 - yl e y”)N+l er{2,...,n} pair (1 ~Y.

)N_,_ldyl...dyn

or) VT dy; ...dy,

st n est impair.

En particulier, pour n = 3, on obtient que les intégrales (3) et (6) de
I'introduction coincident pour tout N > 0 : les preuves de Beukers et de
Sorokin de l'irrationalité de ((3) utilisent exactement les mémes formes
linéaires en 1 et ¢(3).
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. a(fu:nd N =0, le corollaire 7 montre que l'intégrale f[0,1]" % est
gale

/ dyr A--- Adys
oy (1 —02(y) - (1 - as(y)) -+~ (1 - an(y))

si n pair,
/ dy1 A--- Adyn
o (1= a2(y)) - (1 - as(y)) -~ (1 - an-1(y)) - (1 — on(y))

Sous cette forme, il est facile d’obtenir un développement en série :

si n impair.

1 . .
E m— Sl n est pair,
U2le> 2l yp>1 17277 02

1 . . .
et Z e ] sl n est impair.
Wb > 2lno1)22htr)221 L2 (n=1)/2 (0 H1)/2

Il est alors immédiat d’écrire l'intégrale f[O,l]" ﬁ%ﬁﬂa comme combinai-
son linéaire, sur QQ, de polyzétas de poids au plus n. Or Vasilyev [14] a
démontré que cette intégrale vaut 2(—1)"'Li, ((—1)""!). Pour obtenir une
nouvelle preuve de cette égalité, il suffit donc de démontrer une certaine
relation linéaire sur QQ entre des polyzétas; il existe des outils combinatoires
a cet effet (voir par exemple [16]).

En appliquant la proposition 17 au corollaire 7, on obtient des intégrales
qui ressemblent 3 celles utilisées par Sorokin [11] et notées (7) dans I'intro-
duction :

N(-zx)V

Corollaire 8. L’intégrale f[o,l]" %‘;‘f-‘_m-dzl ...dzy, est aussi égale a

seensTn)

/ (y192) WD () C-DWVHD-L . (g 1)V
[0,1)" Mi—2(l —v1... )N+

n
X H(l —ye)Vdy,...dyn, sin=2r est pair,
k=1

eta

H2=2(1 -U... yk)NH'

n
X H(l - yk)Ndyl ...dyn, sin=2r+1 est impair.
k=1

/ y;(N+1)-1 (yzya)r(NH)_l(y4y5)(r_1)(N+l)_l - (!ln—lyn)N
(0,1
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6. Conclusion

Un prolongement possible & ce texte serait de chercher d’autres équa-
tions des variétés qui sont introduites dans les deux premiéres parties, pour
mieux faire ressortir le parallélisme entre ces deux situations et arriver a une
compréhension aussi géométrique que possible du groupe de Rhin-Viola.
Concrétement, on peut considérer un autre plongement de ces variétés (par
exemple en prenant les z; — z;4; et les z;z;;; comme coordonnées pour
V3), ou bien remplacer partout les z; par leurs carrés. En outre, les auto-
morphismes qui apparaissent dans ce texte sont toujours d’une forme assez
particuliére (qui permet de faire apparaitre des facteurs I).

Le corollaire 7 a été obtenu, indépendamment, par Zlobin [17] comme cas
particulier d’un résultat général qui écrit n’importe quelle intégrale de la
forme I(a,b,c) comme produit d’un nombre rationnel (qui est un quotient
de produits de factorielles) par une intégrale de la forme K(4,B,C). En
comparant ce résultat général avec notre théoréme 10, on devrait pouvoir
enrichir la structure de groupe sur les intégrales I(a, b, c).
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