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Indépendance linéaire des
valeurs des polylogarithmes

par TANGUY RIVOAL

RESUME. Nous montrons que pour tout rationnel a de [-1,1],
P’ensemble des valeurs des polylogarithmes {Li,(),s € N, s > 1}
contient une infinité de nombres Q-linéairement indépendants.

ABSTRACT. We prove that for any rational a € [-1,1], the set
of the values of polylogarithms {Li,(a),s € N, s > 1} contains
infinitely many Q-linearly independant numbers.

1. Introduction

L’étude diophantienne des valeurs des fonctions polylogarithmes Lis(2),
définies pour 2z € C, |z| <lets>1 (et z# 1sis=1) par

o Lk
Lis(2) = ) _ 55
k=1
en des points rationnels a été abordée dans [Ni] et [Ha], entre autres.
Nikishin [Ni] montre par exemple que, pour tout entier a > 1, si p € N,
g € -N et |g| > p®(4a)*@=D), alors les nombres 1,Li;(p/q), Li2(p/q),-- -
Lis(p/q) sont Q-linéairement indépendants. Hata [Ha] établit les résultats
correspondants lorsque p/q > 0. Dans cet article, nous abordons ce probléme
sous un angle différent en minorant la dimension

da(a) = dimg(Q + QLi; (@) + QLij(a) + - - - + QLis(a))
pour tout rationnel @ = p/q, et non pas soumis & des restrictions portant
sur p et g, comme dans [Ni] et [Ha].

Théoréme 1. Soit a un entier > 2 et @ = p/q un nombre rationnel,
-0 < |a] < 1. Pour tout € > 0, il eziste un entier A(e,p,q) tel que si
a> Ae,pq) 2 1,
1-¢
() >————1I .
a(a) 2 1+ log(2) og(a)
Une conséquence imméditate est le

Manuscrit regu le 5 juin 2002.
Cet article correspond au chapitre 2 de la thése de doctorat de I’auteur [Ri2].
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Corollaire 1. Pour tout rationnel a, 0 < |a| < 1, ensemble {Lis(c),s >
1} contient une infinité de nombres irrationnels.

Remarques.
1. La constante A(e, p, q) est effectivement calculable : on peut d’ailleurs
la remplacer par 1, au prix d’une constante (!) moins bonne & la place de

(1-¢)/(1 +1og(2))- _
2. On peut démontrer un résultat similaire dans le cas des fonctions de
Lerch définies pour z€ C, |z] < 1et s > 1 par

By(z,0) = Y
P (k+ w)®

lorsque w = u/v est un rationnel positif. Avec des notations évidentes, on
montre facilement que pour tout € > 0, il existe un entier A = A(e,p,q) > 1
et un réel ¢ = c(g,v) > 0 tel que si a > A, dqu(a) > c log(a).

3. La restriction aux nombres rationnels n’est pas essentielle : on étend
facilement le Théoréme 1 aux nombres algébriques réels a : la minoration
devient alors

da(a) > 1 1€ log(a)
Q) : Q@ 1+1og(2) )
Dans le cas des algébriques complexes, la démonstration du Lemme 3 n’est
en revanche plus valide. Il faudrait utiliser la méthode du col (cf. [Ri2,
chapitre 4] pour un exemple ou elle est mise en ceuvre) pour espérer minorer
da(a), ce qui est un probléme difficile en général.

4.Sis > 1, Lis(1) = {(s), Lis(—=1) = (1-2'"*)¢(s) et Li; (—1) = —log(2).
Comme ((2n) € Qn?", on sait qu’'a priori (3) 6_1(a) > 61(a) > [a/2]. Le
Théoréme 1 est donc encore vrai mais trivial lorsque z = *%1.

5. Dans [Ril] (cf. également [BR]), une méthode est introduite pour
éliminer les “parasites” ((2n) lorsque z = %1, ce qui permet de montrer
qu’une infinité des nombres {(2n + 1) sont irrationnels.

2. Notations

La démonstration repose sur la série suivante (3)

— mla—T = (k—-l)(k—2)---(k—'rn) -
Npar(2) = n! ; B e " k

Lcette constante est elle-aussi effectivement calculable en fonction de petgq.
Zen omettant la valeur divergente Lij(1) = oo qui disparait naturellement des estimations.
30n retrouve des résultats similaires & ceux de [Ni] et [Ha] en faisant r = a.
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ou z €C, |z| > 1, aetrentiers tels 1 < r < a et n € N. Pour simplifier
’exposé, nous noterons Ny (z) cette série et nous 1’écrirons sous la forme

Ni(2) = nlo" Z (k( )T")rn —k
k=1 n+1
ou (a)i est le symbole de Pochhammer
(@)o=1 et (@)k=c(a+1)---(a+k-1) si k=1,2,...
Cette série est une fonction hypergéométrique généralisée :

—rn—ln!a—rr(rn + l)I‘(rn + 2)a
F((r+1)n+1)
F ( rm+1l, rm+l,...,m+1
ot (r+1)n+2,...,(r+1)n+2

Np(2) = =z

1) .

Elle est dite nearly-poised (*) ([SL, p. 42, 2.1.1.10]) : la somme d’un pa-
rametre supérieur avec le parametre inférieur correspondant est constante,
sauf pour I’'un des parameétres supérieurs. Par ailleurs, ces paramétres sont

tels que I’on obtient la représentation suivante de N, (z) en itérant I'identité
intégrale d’Euler ([S], p. 108, 4.1.2]) :

Lemme 1. Pour tout 2 € C, |2| > 1,

(1) Np(2) = (rn)! ( I, 2{(1 - =) )" dz,dz, - --dz,

" - -
[0,1]

n!r (z=z1Z2--24)") z2—Z1T2+ - T4

Nous aurons besoin du critére d’indépendance linéaire suivant, di a
Nesterenko [Nel] :

Théoréme 2 (Critére de Nesterenko). Soit N réels 6y, 02,...,0N et sup-
posons qu’il eziste N suites (pi)n>0 tels que :
i) Vi=1,...,N, pl n€Z;

i a'l‘+°(") < IZpg,,ﬂll < a2+°(") avec0 <oy <az<1;
=1
i) Vi=1,...,N, |pn| < "™ avec B> 1.
Dans ces conditions,

log(8) — log(ex)
= log(B) — log(en) + log(as)

dimg(Q6: + Q62+ ---+Qby) >

4La disparition, évoquée dans la Remarque 5. ci-dessus, des valeurs parasites {(2n) nécessite
d’utiliser une fonction hypergéométrique well-poised (cf.[RZ] pour quelques développements a ce
sujet).



554 Tanguy RIVOAL

Enfin, dans toute la suite, on posera D) = %-c‘l%- et

— (t Tn)rn
R, (t) = nl* " .
= e
Pour l € {1,...,a} et j € {0,...,n}, on notera également
() cjm = Dot (Ra()(t +5)")je=—; € Q,

(3) PO,n(z) = chl,], Z lzj —k et Pl,n(z) ch,],nzj

=1 j=1 Jj=0

Les P, »(z) sont donc des polynomes a coefficients rationnels.

3. Quelques lemmes préparatoires

Lemme 2. Pour tout z€C, |2| > 1, 0na

€Y Nu(2) = Pon(2) + Y Pia(2)Lit(1/2) -
=1

Démonstration. En décomposant Ry (t) en fractions partielles, on obtient :

R0 =23

=1 j=0
Dot si |2 > 1
Nu(z) = ;gc’”’“zzk(kij)t
= ngz(l/z)zc,,,,nz ’,ZZ‘,?Z Lot
B =1 j=1 =1

ce qui n’est rien d’autre que (4).

Lemme 3. Pour tout z € R tel que |2| > 1, la suite | Nn(2)|/™ admet une
limite, que Uon note ¢, q(2), qui vérifie

1
(5) 0 < ¢ra(2) < e
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Démonstration. La formule de Stirling implique que

] l/n
lim (rn)! =r".
n—oo \ nlr

Pour z réel, |z| > 1, Pexistence et la valeur de

H?:l zl{(l - $l)

(z— 2132+~ Z4)"

: /n _ 7
Jim |N,(2)| v max

#0

résulte de la représentation intégrale (1). Insistons sur le fait que ’on ne
peut pas conclure aussi facilement dans le cas z compleze, et qu’il faudrait
alors utiliser la méthode du col.

Majorons maintenant N, (z). Sik € {0,...,rn} alors R, (k) = 0. Suppo-
sons k > rn+1; on a alors

- _+(k—mn _ - K™
Rl = e ErBmpt ¢ neonn e

_ (n\G@-rn 1 1 "1
= (E) |] %o < ('zlrra-—r> ke

INa(2)] < ) Rﬂ(k)lzl"‘S( - )n > kl

rea—7
k=rn+1 Izl T k=rn+1

IA

l—rn

Donc

et 1
Pra(2z) < T

Lemme 4. Pour toutl € {0,...,a} et tout z € C tel que |z| > 1,

(6) limsup | P, (2)| /™ < #7204 2] .
n—o00

Démonstration. On majore d’abord les coefficients c; j, donnés par (2).
Pour cela on utilise la formule de Cauchy :
1 -1
Cljn = 5= Rp(2)(z +3)" " dz
P27 [y ji=1y2
ott |z+j| = 1/2 désigne le cercle de centre —j et de rayon 1/2. Sur ce cercle,
ona

(e =)l S G+ et |(Dnar] 227G - Din—j— 1.
Donc
e (rn+3)l n=§)%(rn+j+1)
) jlatl(n — j)le j+1

(") e

. 8¢

|cl,j,n| <

IA
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En remarquant que

] . a !
(rn + .7) < grntj , (n) < 9na , (T"I'b) < pn ,

j J nlr
on obtient ¢ ja| < (r"2071)%(rn + 1)22, d’ott
limsup Icl,j,nllln < rr2a+r+1 .
n—oo
Sil€{l,...,a}, ona Py(z) = Y} e jn?’ et donc
limsup | P, (2)|/" < rr20t7+ 4|
n—00

11 nous reste & majorer Py, (z), dont on a déterminé I’expression (3) :

J
Pon(2) = Z Z Cljn

=1 j=1 k=1

-l

Comme
I il
D

k=1

J
1
<EPYE <nlap,
k=1

on a li aussi
limsupIPo,.(z)Il/ m < prootrily
n—oo

Lemme 5. Pour toutl € {0,...,a}
™ & Pia(z) € 2]
ot dp, = ppcm(1,2,...,n).

Démonstration. Fixons les entiers n et j. L’évaluation du dénominateur des
coefficients c; j, repose sur la décomposition du numérateur de R,(t) en
produits de n facteurs consécutifs :

Ra@)(t+4)* = [] Fi(t) x H(z)*™"

=1

ou pourl € {1,...,7}
(t —nl)n
E(t) = ———+—
0= G o
Décomposons Fj(t) et H(t) en fractions partielles :

F,(t)._1+z(7 P)pfp’ , H(t)zzﬂ:(j-p)hp

=0 =0 t+p
p#j p#j

(t+35), H(t)=———(+7).
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ou
(=p=nl)n _(=)™((=1)n+p+1)n o +Dp\ (n
fp,l= n = =(_1)ﬂ 1’( )( )
(-1)Pp!(n — p)! n P
—p+h
go( p+h)
h#p
et ( ) (
n! —1)Pn!
hy = — == = (1) )
'(n - p)!
[[-p+m °
AZp

sont des entiers. On a alors pour tout entier A > 0 :

(DAFi(t)) e=-; do,x + i(—n* U =Ppi ’_’)fp"

~ (p— 7)1’
p£j
h
(DAH®)jeej = ,,Z_;,( 1)*(1, ]‘;’m
p#j

avec Jgpp = 1si A =0, dpp = 0si A > 0. On a donc montré que
d)(DAF)j4=—; et dj)(DxH)js—_; sont des entiers pour tout A € N. Gréce 2
la formule de Leibniz

Da_i(R(t)(t + 5)°) Z(DMFI) +(Dy, F)(Dyyyy H) - - (Do H)

(ot la somme est sur les multi-indices 4 € N® tels que py+- - -+ pe = a—1),
on en déduit alors que d2~'c; ;, € Z et donc que d3~' P, 4(2) € Z [2].

4. Démonstration du Théoréme 1
Le Théoréme 1 découle de la

Proposition 1. Soit a un entier > 2 et a = p/q un nombre rationnel tel
que 0 < |a| < 1. Pour tout entier r tel que 1 < < a, on a la minoration

alog(r) + (a +r +1)log(2) — (r + 1) log|o]
(8) 0a(a) 2 a+ (a+r+1)log(2) +rlog(r) +loglg -

Démonstration. Le Théoréme des nombres premiers implique que

(9) dp = ™o

Fixons a = p/q avec 0 < |a| < 1 et définissons pour tout entier n > 0
Din = dap"Pin(g/p) pour l € {1,...,a} et &, = dyp"Sn(q/p) -
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(4) montre que pour tout n > 0

a
bn=pon+ Y piaLiia) .

=1
(7) montre que pour tout ! € {0,...,a} et pour tout n > 0, p, € Z.
(5) et (9) montrent que

log 6| = nlog(x) +o(n) avec & = e*|plpra(l/e).
Enfin, (6) et (9) impliquent que pour tout [ =0,...,a :
log|pin| < nlog(t) +o(n) avec T =e%|q|2¢H +1r".
En appliquant le critére de Nesterenko, on obtient donc la minoration
(a+r+1)log(2) + rlog(r) — log|a| — log(¢ra(1/a))
a+ (a+r+1)log(2) + rlog(r) + log|q|

En utilisant la majoration de ¢, 4(1/a) donnée au Lemme 3, on en déduit
la minoration (8).

Oa (a) 2

Démonstration du Théoréme 1. Dans les conditions de la Proposition 1,
choisissons r = r(a) comme l’entier < a le plus proche de a(log(a))~2. On
a alors

alog(r) + (a +r+1)log(2) — (r + 1) log|a| = (1 + o(1))alog(a)
et
a+ (a+r+1)log(2) + rlog(r) + log|g| = (1 + log(2))a + o(a) .

D’ou

(1 + o(1)) log(a)
) >
2(8) 2 {1 70e@ F o) °
ce qui prouve le Théoréme 1.
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